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数学 ,这 门 古老 而 又 常 新 的 科学 ,正和 阅 步 过 向 21 世纪 

回顾 即将 过 去 的 世纪 ,数学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任 何 时 
代 都 更 牢固 地 确立 了 它 作为 整个 科学 技术 的 基础 的 地 位 .数学 
正 突破 传统 的 应 用 范围 向 几乎 所 有 的 人 类 知识 领域 渗透 ,并 越 
来 越 直接 地 为 人 类 物质 生产 与 日 常生 活 作出 贡献 .同时 ,数学 作 
为 一 种 文化 ,已 成 为 人 类 文明 进步 的 标志 .因此 ,对 于 当今 社会 
每 一 个 有 文化 的 人 士 而 言 , 不 论 他 从 事 何 种 职业 ,都 圳 要 学 习 数 
学 ,了 解数 学 和 运用 数学 .现代 社会 对 数学 的 这 种 需要 ,在 末 来 
的 世纪 中 无 疑 将 更 加 与 日 俱 增 ， 

另 一 方面 ,20 世纪 数学 思想 的 深刻 变革 ,已 将 这 门 科学 的 
核心 部 分 引 向 高 度 抽 象 化 的 道路 . 面 对 各 种 深奥 的 数学 理论 和 
复杂 的 数学 方法 ,门外汉 往往 只 好 望而却步 .这 样 ,提高 数学 的 
可 接受 度 ,就 成 为 一 种 当务之急 ,尤其 是 当世 纪 转 折 之 际 ,世界 
各 国都 十 分 重视 并 大 力 加 强 数学 的 普及 工作 ,国际 数学 联盟 
(IMU) 还 专门 将 2000 年 定 为 “世界 数学 年 ”, 其 主要 宗旨 就 是 
“使 数学 及 其 对 世界 的 意义 被 社会 所 了 解 ,特别 是 被 普通 公众 所 
了 解 ”， 

一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数 学 发 展 的 水 
平 相应 并 且 是 数学 水 平 提高 的 基础 . 随 着 中 国 现代 数学 研究 与 
教育 的 长 足 进 步 ,数学 普及 工作 在 我 国 也 受到 重视 . 早 在 60 年 
代 , 华 罗 庚 , 吴 文 俊 等 一 批 数学 家 亲自 动手 撰写 的 数学 通俗 读 
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汝 学 与 联 优 ， 


物 , 激 发 了 一 代 青少年 学 习 数 学 的 兴趣 ,影响 绵延 至 今 .改革 开 
放 以 来 ,我 国 数学 界 对 传播 现代 数学 又 作出 了 新 的 努力 .但 总 体 
来 说 ,我 国 的 数学 普及 工作 与 发 达 国 家 相 比 尚 有 差距 .我 国 数学 
要 在 下 世纪 初 率先 赶 超 世界 先进 水 平 ,数学 普及 与 传播 方面 的 
赶 超 乃 是 一 个 重要 的 环节 和 所 切 的 任务 .为 此 ,借鉴 外 国 的 先进 
经 验 是 必 不 可 少 的 . 

《通俗 数学 名 闭 译 上 从》 的 编辑 出 版 , 正 是 要 通过 翻译 、 引 进 国 
外 优秀 数学 科普 读物 ,推动 国内 的 数学 普及 与 传播 工作 ,为 我 国 
数学 赶 超 世界 先进 水 平 的 跨 世 纪 工 程 贡 献 力 量 . 从 书 的 选 题 计 
划 , 是 出 版 社 与 编 委 会 在 对 国外 数学 科 莹 读物 广泛 调研 的 基础 
上 讨论 确定 的 .所 浅 著 述 ,基本 上 都 是 在 国外 已 广 为 流 传 . 受 到 
公众 好 评 的 佳作 .它们 在 内 容 上 包括 了 不 同 的 种 类 ,有 的 深入 浅 
出 介绍 当 伐 数学 的 重大 成 就 与 应 用 ;有 的 循 循 普 诱 启迪 数学 思 
维 与 发 现 技巧 ;有 的 富 于 哲理 冰 棕 数学 与 自然 或 其 他 科学 的 联 
系 ;…… 等 等 ,试图 为 人 们 提供 全 新 的 观察 视角 ,以 宽 探 现代 数 
学 的 发 展 概 谣 ,领略 数学 文化 的 丰富 多 条 ， 

举 书 的 读者 对 象 ,力求 定位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 ,为 此 丛书 
中 送 当 纳入 了 不 同 层 次 的 作品 ,以 使 包括 大 、 中 学 生 ;大 、 中 学 教 
师 ; 研 究 生 ; 一 般 科技 工作 者 等 在 内 的 广大 读者 者 能 开卷 受益 . 
即使 是 对 于 专业 数学 工作 者 ,本 从 书 的 部 分 作品 也 是 信 得 一 读 
的 .现代 数学 是 一 株 分 支 众 多 的 大 树 , 一 个 数学 家 对 于 他 所 研究 
的 专业 以 外 的 领域 ,也 往往 深 有 改行 如 隔山 之 感 , 也 需要 涉猎 其 
他 分 支 的 进展 ,了 解数 学 不 同 分 支 的 联系 . 

需要 指出 的 是 ,上 由 于 各 种 原因 ,近年 来 国内 科技 译 著 光 其 是 
科普 译 著 的 出 版 并 不 景气 ,有 关 选 题 逐 年 减少, 唱 种 数量 不 断 下 
降 .在 这 样 的 情况 下 ,上 海 教育 出 版 社 以 迎接 2000 世界 数学 年 
为 契机 ,按照 国际 版 权 公 约 ,不 惜 耗资 购买 版 权 ,组 织 翻译 出 版 
这 万 《通俗 数学 名 着 译 从 》, 这 无 疑 是 值得 称道 和 支持 的 举措 . 参 
加 本 丛书 翻译 的 专家 学 者 们 ,自愿 抽出 宝贵 的 时 间 来 进行 这 类 
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译 关 育 辟 


通常 不 被 算 作 成 果 但 却 能 帮助 公众 了 解 和 欣赏 数学 成 果 的 有 益 
工作 ,同样 也 是 值得 肯定 与 提倡 的 . 

像 这 样 集中 地 翻译 .引进 数学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 见 ， 
我 们 热切 希望 广大 数学 工作 者 和 科普 工作 者 来 关心 .扶植 这 项 
工作 ,使 4 通俗 数学 名 著 译 具 》 出 版 成 功 ， 

让 我 们 举 手 迎 接 2000 世界 数学 年 ,让 公众 了 解 、. 喜 爱 数 学 ， 
让 数学 走 进 千家 万 户 ! 


通俗 数学 名 著 译 从 》 编 委 会 
1997 年 8 月 
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上 图 是 心理 学 家 贾 斯 特 罗 设 计 的 . 它 是 一 只 册子 ,还 是 一 只 
免 子 ? 或 者 两 者 都 不 是 一 一 只 不 过 是 在 纸 上 画 的 儿 条 线 , 我 们 
的 脑子 把 它 想 成 鸭子 或 者 免 子 ? 


艺术 尽 是 这 种 骗 人 的 东西 ,事实 上 ,所 有 传统 艺术 都 依赖 于 
这 种 幻觉 ,我 们 在 平平 的 肖像 画 上 “看见 一 个 人 ,作画 的 人 用 画 
删 栈 着 颜色 在 画布 的 平面 上 画 着 ,于 是 ,我 们 看 见 一 硫 水 果 , 或 
在 风景 中 溜冰 的 人 .我 们 窗 聪 明 啊 ! 真 的 ,我 们 的 脑子 极 擅 长 于 
看 到 留 与 图 之 间 的 惊人 的 关系 ,或 者 以 不 同方 式 去 看 同一 个 图 . 

有 时 我 们 的 脑子 会 欺骗 我 们 ,并 把 我 们 引入 歧途 .我 们 聪明 
反 补 聪明 误 .然而 ,如果 没 有 天 赋 ,我 们 就 不 可 能 去 认识 世界 . 
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pa 


RS 


再 如 ,在 纸 面 上 , 清 清楚 楚 这 四 个 女人 是 不 一 样 高 的 ,可 是 


我 们 怎么 能 “看 出 她们“ 真 的 "是 一 样 高 的 呢 ? 
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个 字 “distorted” 


线 是 同一 


能 认 出 这 些 曲 里 换 弯 的 


择 么 


我 们 


[s] 呢 ? 


看 的 结果 常常 依赖 于 你 怎么 去 看 .只 有 从 特殊 的 角度 看 ,这 
个 立方 体 像 一 个 六 边 形 . 


( 贸 中 的 英文 为 :那个 最 大 的 罗 乌 衡 住 了 她 的 梓 子 ." 一 一 译 者 ) 

这 幅 画 是 古 斯 塔 夫 ' 弗 皮 克 作 的 , 它 可 以 上 下 颠倒 着 看 .不 
转 过 画面 ,你 能 看 出 这 张 图 倒 着 看 画 的 是 什么 ? 不 那么 容易 吧 ! 
虽然 在 画 上 有 两 个 不 同 的 图 ,但 是 只 有 一 个 是 “ 徊 朝 你 的 ”. [5] 
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19 世纪 法 国 的 漫画 家 把 路 易 . 非 利 普 的 胖 脑 袋 画 成 一 个 梨 
形 ,这 有 双重 含义 “更 ”这 个 词 也 有 做 瓜 的 意思 ， 

这 样 多 的 幽默 是 在 这 种 框架 上 形成 的 :语义 双关 ,误解 ,不 
协调 ,出 人 意料 ,以 及 陌生 外 衣 下 的 熟 面孔 . 连 最 简单 的 谜语 也 
有 这 些 特征 ， 

“什么 东西 又 小 又 绿 ,以 每 小 时 90 英里 的 速度 呼 哺 着 驶 过 
一 号 公路 ?" 在 我 是 小 学 生 的 时 候 , 答 案 是 一 部 奥斯汀 . 海 雷 .斯 
普罗 特 . 这 种 汽车 现在 成 了 古董, 但 儿童 的 创造 是 不 会 落空 的 . 
当今 的 管 案 是 一 种 万 营 形 的 车 艾 拿 恩 1 

一 些 普 通 词汇 的 歧义 一 再 地 被 利用 ; 
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“什么 东西 有 四 个 轮子 还 会 飞 ?”D“ 垃 圾 车 1” 

“ 记 一 下 蔡 蝇 飞 的 时 间 1"®@“ 没 办 法 一 一 它们 飞 得 太 快 了 1” 

铸 语 与 贿 默 ,一 旦 发 现 就 会 伴 你 一 生 , 至今 我 还 记得 我 听 到 
过 的 第 一 个 笑话 ,或 更 确切 地 说 我 懂得 的 第 一 个 笑话 ,回想 起 来 
那 时 我 觉得 很 兴奋 .我 有 了 一 个 重大 发 现 ,下 面 就 是 这 个 笑话 ; 
“一 位 女士 对 店员 说 : “这 只 长 统 灰 抽 丝 啦 ! 店员 说 ;这 种 价钱 
你 想 买 什么 ? 一 架 大 理 石 的 梯子 码 ?'"@ 今 天 的 儿童 会 取笑 说 ， 
“你 把 三 个 驼峰 的 骆 昔 叫 什 么 ?“ 没 弗 药 ,里 

成 年 人 声称 不 喜欢 这 种 小 玩笑 ,不 过 在 1976 年 大 旱 期 间 ，[7] 
人 人 都 取笑 这 名 话 ;“ 节 约 用 水 一 一 随 朋友 一 起 去 洗 涡 ." 其 至 成 
年 人 也 对 墙 上 的 乱 涂 乱 画 报 以 一 笑 . 


《 墙 上 所 号 的 文字 有 : "生命 是 一 种 遗传 的 疾病 "耶稣 手 
数 一 一 而 麦 当 姓 惊 吓 一 一 在 情绪 波动 时 “上帝 死 了 一 一 尼采 ”、 
“尼采 托 了 一 一 上 帝 ”、“ 没 精 打 采 一 一 -规则 -……"” 一 一 详 者 ) 


英语 中 "“ 飞 "与 蔡 师 "是 网 一 个 词 .这 句 话 也 可 理 志 为 什么 东西 有 四 个 轮子 
和 许 堵 苍 蜂 . 一 一 译 者 注 

原文 “Time 而 es! “也 可 译 为 "时 光 飞 驰 ".~- 一 译 者 注 

英语 中 " 辜 子 "与 毕 杯 的 毛病 * 抽 毕 " 是 一 个 词 ,一 一 译 者 注 
英语 中 人 名 “ 汉 弗 荣 "(Humphrey) 的 前 一 半 是 驼峰 (hump ) ,后 一 半 的 读音 
接近 三 (three) ,一 一 译 者 注 


四 四 全 日 
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[8] 


即使 谜语 是 真实 的 而 不 是 杜撰 的 ,不 再 天 真 的 成 年 人 也 不 
喜欢 猜谜 ,这 是 近代 现象 .可 是 从 荷 马 生活 的 年 代 到 我 们 英国 维 
多 梨 亚 时 代 的 曾 管 祖父 母 , 狂 训 和 说 双关 语 曾 是 政治 家 和 诗人 
的 正经 消 遗 .据说 荷 马 就 是 因为 未 能 解 开 一 个 谜 而 死 的 ,这 个 迹 
是 … 捉 住 的 ,我 们 扔 掉 了 ;提示 住 的 ,我们 却 留 下 了 .”( 卡 重 全 

或 许 成 年 人 移 持 ,或 许 他 们 晤 八 地 羞 于 与 儿童 分 享 任 何 东 
西 .在 4 卫 报 与 欢乐 时 刻 》 共 有 的 专栏 连环 泗 画 中 ,确实 有 许多 双 
关 语 . 

这 一 个 有 点 数学 味 儿 ; 


数学 与 涝 语 , 与 遇 默 有 很 多 共同 之 姓 , 数 学 中 的 每 件 东 西 有 
许多 含义 .每 一 个 图 和 每 一 个 符号 ,每 一 个 和 与 每 一 个 方程 ,都 
可 以 用 不 同 的 方式 看 ”. 英 语 或 代数 中 的 每 一 个 句子 都 可 以 有 
不 同 的 理解 和 解释 . 

这 就 是 为 什么 数学 强 有 力 的 一 个 理由 ,数学 家 发 现 , 两 个 表 
面 不 辣 的 问题 实际 上 是 相同 的 ,因此 他 只 要 解决 一 个 也 就 解决 
了 嚼 一 个 .认识 到 一 百 万 个 问题 “实质 上 "都 是 相同 的 ,因此 ,你 
只 要 解决 一 个 就 解决 了 一 百 万 个 .事实 上 ,这 就 是 力量 ! 

数学 、 猜 谜 和 山 默 还 有 其 他 的 共同 点 .它们 都 有 类 似 的 让 人 
激动 的 地 方 . 当然, 幽默 是 快 的 ,没有 一 个 人 为 用 一 个 小 时 才 明 
白 的 笑话 发 笑 . 一 个 笑话 如 果 需 要 解释 ,这 对 喜剧 演员 和 听众 来 
说 都 是 乾 直 的 . 猜 恋 难 些 .数学 一 一 以 及 科学 一 一 那 就 更 难 了 ， 
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但 也 更 有 趣 了 ， 

看 看 正在 解 题 的 人 , 当 结 果 快 要 产生 时 ,注意 他 们 的 表情 ! 
他 们 很 可 能 微 露 笑容 ,甚或 大 声 地 笑 起 来 ! 在 我 还 是 个 儿童 时 ， 
我 解 过 一 道 琼 手 的 题 ,我 坐 不 住 了 ,站 起 来 ,激动 地 在 房间 里 路 
来 跤 去 ,或 者 出 去 弄 点 东西 吃 . 我 现在 还 想 得 起 那 时 的 举动 . 

这 本 书写 的 是 用 "看 “的 方法 去 猜 数 学 谜语 ,有 时 用 眼睛 看 ， 
有 时 不 用 眼睛 看 看" 是 一 个 比喻 ,这 个 “看 "并 不 总 是 它 的 字面 
含义 .我 们 可 以 用 脑子 ,用心 看 ,按照 难以 理解 的 神秘 方式 ,我 们 
的 头脑 下 意识 地 工作 ,推理 , 找 联 系 ,常常 使 我 们 大 吃 一 惊 . 

下 面 的 古典 问题 ,给 我 们 第 一 个 机 会 细 细 地 观察 解 题 的 过 


能 用 18 块 图 中 的 小 骨牌 填 满 左边 的 正方 形 吗 ? 能 ,很 容 
易 , 将 每 一 行 用 排 成 一 条 直线 的 三 张 骨牌 去 填 就 行 了 .对 右边 那 
个 缺 两 个 角 的 正方 形 呢 ? 用 块 数 少 1 的 同样 的 骨牌 能 填 满 它 
吗 ? 试 试看 并 做 出 判定 . 

这 个 难题 的 秘 审 在 于 把 正方 形 看 作 一 个 棋盘 @, 在 它 的 角 
上 缺 两 个 白 的 方 格 .可 以 看 出 ,任何 一 张 明 牌 不 管 怎么 放 , 不 管 
把 它 放 在 哪里 ,都 盖 住 一 个 黑 阁 和 一 个 白 格 ， 


(DD 国际 象棋 的 棋盘 ,上 面 的 方 格 黑白 相间 .一 一 译 者 注 


因此 我 们 可 以 确信 和 不管 做 多 少 次 堂 试 ,那个 缺 两 个 角 的 留 
形 永 远 也 不 可 能 被 覆盖 .右边 的 图 只 是 对 不 太 相 信 的 人 进一步 
[9] 证 实 ,在 这 种 盖 法 中 那儿 出 的 两 块 黑 格 是 盖 不 上 的 ! 
问题 
1, 


四 个 全 等 的 直角 三 角形 加 到 一 个 正方 形 上 ,两 个 在 正方 
形 内 ,两 个 在 正方 形 外 .用 一 把 直 尺 就 可 以 证 实 四 个 有 标记 
的 点 在 同一 条 直线 上 一 一 但 为 什么 ? 
2， 一 个 不 透明 的 立方 体 ,你 一 次 最 多 能 看 到 几 个 面 ? 
3. 长 方 盒子 的 一 个 顶点 在 桌面 上 ,底面 的 另外 三 个 顶点 离开 桌 
面 的 高 度 之 间 有 什么 关系 ? 


一 四 一 


[10] 


4. 这 是 一 种 从 482 中 减 去 153 的 非常 规 的 方法 ; 


482 282 
153 47 
329 


这 个 方法 是 怎么 算 的 ? 
S. 


一人 一 一 


用 刀 切 去 正方 体 的 一 个 角 就 会 出 现 一 个 新 的 面 ,上 面 的 
两 个 图 表示 切 出 一 个 等 边 三 角形 的 方法 . 

下 列 图 形 中 , 哪 一 个 也 能 通过 切 正方 位 得 出 来 ? {用 一 
小 块 立方 体 的 奶酪 来 做 几 个 实验 也 许 是 有 才 助 的 1) 


-一 9 一 


6 用 一 条 又 长 又 薄 .两边 平 行 的 纸 带 打出 下 面 的 结 ,然后 小 心 
地 上 压 平 , 会 出 现 什么 样 的 正 多 边 形 ? 


[11] 


第 1 章 揭 开 表象 


这 里 是 一 把 钥 是 和 一 把 锁 .把 铀 匙 插 进 锁 孔 里 转 一 下 , 锁 就 
开 了 .怎么 开 的 ? 那 可 是 个 谜 , 如 果 把 锁 的 结构 图 箱 在 锁 旁 的 墙 
上 ,或 者 锁 是 玻璃 做 的 , 那 就 很 容易 把 锁 担 开 , 或 复制 一 把 钥匙 . 
锁 可 以 一 直 和 操守 秘密 ,因为 它 的 机 械 结构 是 若 在 里 面 的 . [12] 


锁 里 有 上 几 根 短 钰 ,每 根 短 针 都 有 一 个 小 缺口 . 当 相配 的 销 匙 
揪 入 时 ,这 些 缺 口 就 排 成 一 条 直线 , 锁 柱 一 转动 , 锁 篇 就 移 开 .不 
相配 的 铝 匙 不 能 让 得 针 排 成 一 条 直线 ， 


现在 把 锁 拆 开 来 , 摆 在 你 面前 ,很 容易 弄 清 楚 它 的 机 械 结 
攀 ,零件 也 容易 连接 ,更 进一步 , 搞 清楚 了 一 把 镇 的 工作 原理 ,也 
就 容易 摘 懂 其 他 锁 的 机 械 ,至 少 类 型 相似 的 锁 ， 

(说 两 把 锁 同 一 类 型 是 什么 意思 ? 这 本 身 就 是 一 个 问题 !) 


办 缠 


: | 
弹 计 的 人 揭 一 下 琴键 , 另 一 头 就 像 跷 跷 板 缆 样 哲 高 . 季 钵 杆 
的 ~- 头 被 压 住 ,迫使 孚 性向 上 去 台 击 骏 纺 . 


钢琴 的 这 个 巧妙 结构 可 使 弹琴 的 人 连续 快速 项 击 许多 誉 
键 , 重 或 轻 , 休 士 或 启 奏 .机 械 结 构 中 的 杠杆 并 不 是 钢琴 特有 的 ， 
到 处 可 以 找到 它 ,包括 上 面 说 过 的 镇 ， 

几何 问题 习惯 上 都 要 求解 题 的 人 作 连 接线 ,这 些 连接 线 通 
常 是 隐蔽 的 看 不 清 的 ,没有 什么 定律 或 规则 告诉 解 题 的 人 该 做 
什么 ,这 个 几何 问题 要 求解 题 的 人 作 连 接线 ,从 字面 上 说 ,就 是 
带 上 一 些 未 画 的 线段 ;从 比喻 方面 说 ,就 是 看 出 一 种 关系 ， 


这 个 图 的 上 且 的 是 表示 一 个 一 般 的 四 边 形 , 即 酝 意 四 边 形 , 问 
题 是 说 明 为 什么 这 个 四 按 形 的 四 个 内 角 加 起 来 ,和 是 360°. 任 何 
怀疑 的 读者 可 以 用 手边 的 重 角 器 检验 这 个 结论 . 取 最 接近 的 度 
数 , 这 些 角 是 81°,115°,62* 和 102°, 它 们 的 和 是 360*， 

用 斤 个 四 边 形 做 实验 都 会 证 实 它们 的 内 角 和 无 疑 地 是 
360?， 即 使 儿 出 或 少 掉 1 度 的 一 小 部 分 ， 没有 一 个 称职 的 数学 
家 会 轻易 地 怀疑 这 点 差异 可 归 之 于 “实验 误 善 ”问题 是 “为 
什么 ”? 

因为 所 有 的 论证 和 结论 都 需要 前 提 , 我 们 就 取 一 个 线索 作 
为 出 发 点 ,这 个 线索 是 任意 三 角形 的 三 个 内 角 和 等 于 180*. 

“线索 “这 个 词 是 合 适 的 . 它 来 源 于 一 团 线 , 希 腊 英 雄 提 修 斯 
肾 险 闻 入 米 诺 斯 王 的 迷 宵 ,找到 半 人 半 牛 的 任 物 并 杀 了 它 ,然后 
叉 逃 了 出 来 ,为 什么 他 能 和 逃 出 来 呢 ? 因为 他 阅 入 迷 官 时 ,一 路 放 
开 一 国 线 ,又 顺 着 这 条 线 逃 了 出 来 . 


[14] 


怎样 利用 关于 三 角形 内 角 和 的 线索 呢 ? 


原先 的 四 边 形 可 以 看 作 两 个 三 角形 ,它们 的 六 个 角 和 分 别 是 
a,b,c 和 P,9,r, 虽 然 原 四 边 形 有 两 个 角 ,每 个 被 切 成 两 部 分 ， 
但 这 六 个 角 一 起 构成 原 四 边 形 前 四 个 第 a,b +r,p 与 c+4. 一 
点 也 不 奇怪 ,如 果 一 个 三 角形 的 内 角 和 是 180P ,那么 ,两 个 三 角 
形 的 内 角 和 是 180p 的 2 倍 ， 

把 一 个 四 边 形 分 成 两 个 三 角形 的 思想 可 以 作为 杠杆 去 发 现 
西边 形 的 更 多 性 质 .下 图 是 一 个 相当 特殊 的 四 边 形 ,特殊 在 干 它 
内 接 于 贺 . 由 于 这 增加 的 特点 ,也 就 有 增加 的 性 质 , 当然 它 的 内 
角 和 仍 是 360 ,与 实际 测量 所 得 结果 相当 接近 .但 现在 下 面 的 结 
论 也 是 真实 的 :每 对 对 角 的 和 是 1809,S+7 了 = 180p ,及 了 +T= 
180? 


\ 


这 是 为 什么 ? 原因 必定 与 圆 有 关 , 因 为 原先 的 四 边 形 不 内 
接 于 圆 , 就 没有 这 个 性 质 . 圆 造 成 什么 不 同 呢 ? 圆 的 特殊 性 在 娜 
里 ? 或 者 说 ,四 个 顶点 在 贺 上 的 四 边 形 有 什么 特殊 性 呢 ? 

一 个 圆 是 一 个 动 点 的 轨迹 ,这 个 动 点 始终 与 一 定点 ( 即 回 
心 ) 保 持 同 样 距离 .这 增加 的 线索 只 能 用 于 标 出 圆心 ,并 画 出 连 
接 圆心 与 吗 边 形 四 个 顶点 的 .长度 祖 等 的 线段 .这 时 图 形 立 刻 现 
出 不 同 的 样子 . 同 前 , 原 四 边 形 被 分 成 三 角形 ,但 这 次 是 四 个 而 
不 是 两 个 三 角形 ， 


[6] 
由 此 我 们 该 往 哪里 想 ? 下 一 步 怎 么 做 ? 我 们 必须 以 某 种 方 
式 利用 圆 半径 , 即 回 心 到 四 边 形 顶点 的 线段 ,它们 是 相等 的 , 当 
然 1 这 些 三 角形 称 为 等 腰 三 角形 ,因为 它们 有 一 对 长 度 相等 的 
边 .因此 ,它们 也 有 一 对 相等 的 角 , 在 图 中 标 以 相同 的 符号 . 


“可 


贺 已 经 被 充分 利用 ,现在 可 以 把 它 放 到 一 旁 去 ,仔细 看 四 边 
形 ,我 们 看 到 标 有 S$ 和 了 的 一 对 角 由 一 组 符号 不 同 的 四 个 角 组 
上 成. 类似 地 ,U 和 VY 这 对 角 也 由 这 样 的 四 个 角 组 成 ,只 是 次 序 不 
同 .于 是 $+ T= V+ 就 不 足 为 奇 了 ， 


四 边 形 的 这 些 性 质 相 对 地 比较 容易 “看 到 ” ,其 他 性 质 就 比 
较 难 捉摸 了 . 毕 达 哥 拉 斯 定理 说 如 果 在 直角 三 角形 的 边 上 作 正 
方形 ,那么 最 大 的 正方 形 ( 它 作 在 “ 艾 " 上 ) 的 面积 等 于 另 两 条 边 
上 的 正方 形 的 面积 之 和 ,这 个 享誉 2000 多 年 的 卓越 定理 ,已 发 


表 的 证 明 有 200 多 个 ,包括 美国 总 统 加 费 尔 德 的 一 个 证 明 . 

我 们 怎样 证 明 它 ? 一 个 简单 合理 的 想法 是 把 两 个 小 的 正方 
形 切 成 几 块 ,这 些小 抉 振 起来 恰好 做 成 大 正方 形 .任何 数学 家 自 
然 会 芮 先 想到 对 称 地 切 .例如 ,把 小 正方 形 放 在 大 正方 形 的 中 心 [16] 
位 置 上 ,再 把 它 的 周围 切 成 小 块 拼 成 中 等 的 正方 形 ， 


想象 小 正方 形 焉 放 在 大 正方 形 中 , 沿 著 虚 钱 切 开 . 看 来 这 是 
个 合理 的 想法 ,因为 容易 把 中 等 的 正方 形 切 成 几 块 大 致 合适 的 
形状 如 下 : 


有 可 能 准确 地 获得 合适 的 形状 吗 ? 可 能 的 ,只 要 在 边 上 取 
尺 , 使 PR 的 长 等 于 线段 PO 的 长 ,再 从 点 RR 与 顶点 之 闻 的 中 点 


四 james Abram Gardield(1851 一 1881) ,美国 第 20 任 总 统 .一 一 译 者 注 


现在 五 小 块 面积 与 * 荡 上 的 正方 形 ” 完 全 相等 . 为 什么 在 站 
切 总 能 成 功 呢 ? 这 确实 是 这 个 解 的 一 个 漏洞 ,将 在 适当 的 时 候 
[17] 补 上 . 
问题 
1. 


像 这 样 的 任意 出 五 边 形 ,内 角 和 是 多 少 ? 


什么 是 凸 rn 边 形 内 角 和 的 计算 公式 ? 


I 


在 从 充分 远 来 的 光线 其 射 下 ,这些 影 子 中 , 哪 一 个 可 以 
作为 立方 体 的 影子 ? [18] 


和 和 


这 个 六 边 形 的 拼花 图 案 中 ,立方 体 前 堆 却 在 哪里 ? 


D 


这 两 个 三 角形 是 相似 的 ,在 每 个 方向 上 的 长 度 ,大 的 都 
是 小 的 4 倍 , 大 三 角形 里 可 以 装 几 个 这 样 的 小 三 角形 ? 


wT 


在 这 个 等 边 三 角形 里 , 标 出 一 个 点 ,由 这 个 点 向 三 角形 
的 三 条 边 引 三 条 垂 线 ,正如 实验 所 证 实 , 这 三 条 垂 线 的 总 长 
不 依赖 初始 点 的 选择 ,为 什么 ? 


[19] 


人 


尖 2 汪 :天 和 人手 拓 
左 图 里 葵 着 哪些 动物 ? 为 什么 这 样 难 找到 它们 ? 如 果 不 能 


说 出 它们 在 哪里 ,能 把 它们 都 点 出 来 吗 ? 为 什么 在 用 你 的 上 服 睛 
看 和 用 你 的 脑子 看 之 间 有 这 人 么 大 的 差别 ? [20] 


N\ 


l 


Wa LE 


在 这 参差 不 齐 的 设计 中 ,五 角 星 在 哪里 ? 它 于 近 图 的 左下 
角 . 虽 然 它 只 是 这 图 的 “正常 的 "一 小 块 , 却 很 少 有 人 能 立刻 把 它 
认 出 来 ， 


这 个 设计 没有 花样 .与 前 一 图 形成 对 比 ,这 对 称 而 且 漂 亮 的 
图 是 个 十 二 边 形 ,一 个 规则 的 十 二 边 形 , 也 称 为 正 十 二 边 形 . 

这 个 图 ,可 蕊 说 , 合 有 两 个 正六 边 形 , 三 个 正方 形 和 四 个 等 
边 三 角形 .在 哪里 ? 


这 些 可 以 在 正 十 二 边 形 中 “看 到 的 " 正 多 边 形 与 12 的 因数 
[21] 《整除 12 的 数 ) 之 间 存 在 着 一 种 简洁 的 关系 . 


这 个 图 形 官 看 很 像 十 二 边 形 ,可 一 数 边 只 有 十 条 ,在 这 十 边 
形 里 只 能 看 到 一 种 正 克 边 形 ; 正 五 边 形 出 现 两 次 ， 

然而 ,有 两 个 星 形 的 正 多 边 形 .五 角 星 的 画 法 是 从 一 个 顶点 
开始 ,向 它 后 面 的 第 四 个 顶点 画 一 条 直线 ,如 此 继续 画 下 去 直至 
回 到 起 点 .十 角 星 画 法 是 从 顶点 向 它 后 面 第 三 个 顶点 画 一 条 直 
线 , 如 此 继续 画 下 去 直 圣 回 到 起 点 .这 些 星 形 图 形 比较 难于 用 有 眼 


髓 看 清楚 ,因为 它们 自身 相交 .它们 有 一 点 三 维 的 性 质 . 


这 个 十 二 边 形 完全 是 平面 的 ,并 被 分 成 鞭 形 . 

这 种 菱形 块 很 休 孩 子 们 玩 的 彩色 木 块 , 它 们 被 盛 在 长 方 盘 
子 里 卖 ,可 以 做 成 各 种 图 案 . 还 有 其 他 方法 可 以 用 15 抉 菱形 填 
满 十 二 边 形 , 这 是 其 中 的 一 个 : [22] 


这 种 分 法 也 可 以 这 样 得 到 :从 任意 一 对 相 邻 的 边 开 始 ,用 蒜 
形 将 这 个 十 二 边 形 填 满 ,在 操作 时 有 窗 种 选择 ,有 的 点 可 以 画 出 
不 止 一 个 蓉 形 .有 一 些 选 择 可 以 完成 构图 ,其 他 的 会 引 向 死路 . 
奇怪 的 是 ,每 一 个 完成 的 构图 都 包括 6 个 窑 长 的 闵 形 ,6 个 较 宽 
的 蓉 形 ,及 3 个 正方 形 .其 他 的 组 合 是 不 可 能 的 ， 

通过 计算 或 测量 ,显然 ,各 种 尺寸 的 菱形 之 间 存 在 一 种 简单 
关系 ,最 牵 的 菱形 , 角 的 度数 是 30 一 150 一 30 一 150. 中 间 尺 寸 的 
是 60 一 120 一 60 一 120. 当然 ,正方 形 的 是 90 一 90- 一 90 一 90. 

这 简单 狂 强 烈 地 暗示 数学 家 ,关于 这 种 分 法 存在 某 种 “ 自 
然 的 东西 ,并且 毫 不 奇怪 ,可 以 用 它 把 十 二 边 形 优雅 地 分 成 其 
他 形状 ， 


特别 地 ,如 果 把 苑 形 想象 成 纸 条 ,如 图 所 示 ,那么 ,可 以 用 几 
种 方法 把 4 个 十 二 边 消 剪贴 起 来 做 成 一 个 大 十 二 边 形 ,如 这 些 
优美 的 图 案 所 示 ， 


[23] 


了 


半 尝 与 隔 要 


上 页 中 的 这 种 地 砖 铺 法 是 众所周知 的 .正方 形 有 两 种 不 同 
的 尺寸, 乍 一 看 ,是 用 两 种 不 同 单位 , 即 两 种 不 同 尺 寸 的 正方 形 
铺 成 . 是 不 是 有 一 种 方法 ,把 这 个 图 看 成 仅 用 一 种 尺寸 的 相同 的 
正方 形 铺 成 的 ? 

请 集中 注意 大 正方 形 .它们 好 像 是 以 整齐 的 步伐 沿 着 斜 线 
穿 过 地 板 .看 它们 依 一 个 方向 陡峭 地 向 下 走 到 右 角 . 再 看 它们 比 
较 平稳 地 向 上 走 到 右上 方 . 

如 果 把 大 正方 形 涂 上 阴影 ,或 者 把 小 正方 形 想象 成 透明 的 ， 

[24] 这 个 图 案 给 人 的 印象 更 加 鲜明 . 

为 了 突出 这 个 图 案 , 我 们 也 可 以 在 每 个 大 正方 形 里 选 出 “ 相 

同 " 的 点 ,并 集中 注意 这 些 对 应 点 ， 


这 里 ,每 个 大 正方 形 的 中 心 已 经 选 好 ,它们 连 在 一 起 , 随 着 
正方 形 往 前 走 . 结 果 是 一 个 由 更 大 的 正方 形 组 成 的 图 案 , 边 与 边 


以 通常 方式 连接 ， 

现在 我 们 可 以 把 这 个 图 案 想 成 由 这 些 很 大 的 正方 形 重复 而 
成 , 画 在 每 个 特大 的 正方 形 上 的 构造 相同 , 即 一 个 小 正方 形 和 四 
个 完全 相同 的 属于 中 等 大 小 的 正方 形 的 小 块 组 成 .并 且 , 这 些 属 
于 中 等 大 小 的 正方 形 的 小 块 正 好 拼 成 一 个 正方 形 , 如 下 图 所 示 . 


然而 ,这 个 图 或 许 是 没有 必要 的 ,因为 完全 相同 的 图 已 经 在 
第 一 章 出 现 过 .在 那里 它 是 证 明 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 工具 . 现在 的 
铺 法 解释 了 在 中 等 大 小 的 正方 形 中 ,恰好 在 什么 地 方 切 ,为 什么 
总 能 成 功 ,填补 了 那个 证 明 的 漏洞 . [25] 


在 连接 两 个 大 正方 形 的 中 心 时 , 连 线 自然 会 对 称 地 通过 它 
们 的 边 的 公共 部 分 ,并 将 它 在 处 平分 ,由 于 两 个 角 都 正好 被 


数 尖 与 联想 - 


较 小 的 正方 形 填 上 , PR 的 长 度 就 等 于 较 小 正方 形 的 边 长 . 
连接 大 正方 形 中 心 是 很 自然 的 ,而 且 自 然 地 产生 一 个 对 称 
图 案 . 如 果 选 择 另 一 组 对 应 点 ,会 发 生 什 么 事情 呢 ? 


取 每 个 大 正方 形 左上 方 的 项 点 ,连接 这 些 点 ,特大 的 正方 形 
图 案 又 出 现 了 ,但 看 上 去 向 上 并 向 右 移 了 . 

这 个 分 法 怎么 样 呢 ? 特大 正方 形 的 各 部 分 还 能 拼 成 那 两 种 
较 小 的 正方 形 吗 ? 是 的 ,由 于 小 正方 形 现在 被 分 成 两 块 ,而 大 正 
方形 则 被 分 成 三 块 ,所 以 ,更 大 的 正方 形 就 由 五 块 组 成 . 

事实 是 选择 哪 一 组 对 应 点 根本 没有 什么 差别 .都 会 出 现 相 
同 的 特大 正方 形 的 图 案 , 而 且 每 个 特大 正方 形 至 多 可 以 分 成 九 
块 ,它们 将 组 成 其 他 两 种 正方 形 . 

所 以 仅 用 这 种 方法 就 有 无 穷 儿 种“ 不同" 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 


第 2 章 你 荐 的 寺 


的 证 明 ! [26] 


通过 把 如 图 的 一 个 由 拉 长 的 六 边 形 组 成 的 图 案 , 放 在 另 
一 个 完全 相同 的 图 案 上 ,做 出 由 相同 的 五 边 形 组 成 的 图 案 . 


怎样 把 这 个 希腊 十 字 分 成 几 块 ,再 拼 在 一 起 形成 一 个 正 
方形 ? 


用 两 种 颜色 给 正方 体 的 八 个 顶点 染色 ,每 种 颜色 用 四 
次 ,使 得 各 个 面 的 染色 都 一 样 . 


想象 在 这 平行 四 边 形 和 正方 形 的 图 案 里 ,正方 形 是 实在 
的 , 角 用 匀 链 连接 着 ,平行 四 边 形 是 空 的 . 用 匀 链 连接 的 正方 
形 能 动 吗 ? 它们 的 极端 位 置 是 什么 ? 
《如 果 用 你 的 手指 去 转动 方 纸 片 显得 太 难 的 话 , 可 在 前 
的 时 候 留 一 个 “小 耳朵 ” ,如 石 图 所 示 , 并 在 重合 的 顶点 处 用 
127] 大头 针 上 下 条 在 一 起 .) 


能 把 六 边 形 和 三 角形 的 图 案 像 问题 4 那样 装 上 铵 链 吗 ? 


各 2 章 - 管 注 的 图 


不 去 连接 十 二 边 形 的 一 些 顶 点 构成 正方 形 ,而 是 连接 一 
个 立方 体 的 一 些 顶 点 构成 一 个 四 面体 ,一 个 有 四 个 三 角形 的 
面 的 正 多 面体 . [28] 


经 过 亿 万 年 的 形成 过 程 , 矿 物品 体 显示 出 自然 界 中 数学 的 
美和 对 称 .在 息 行 动物 各 鸟 生出 它们 的 光滑 的 孵 形 的 重 之 前 , 茶 
至 在 原始 植物 的 时 子 里 旺 出 简单 的 对 称 性 ,或 海洋 里 原始 生物 
创造 出 对 称 的 外 壳 和 躯干 之 前 的 漫长 岁月 ,矿物 晶体 已 经 在 地 
球 深 处 形成 了 ， 

具有 讽刺 意味 的 是 , 撕 我 们 所 知 , 员 有 新 近 进 入 动物 王国 的 


和 人 类 才 有 了 能力 去 钦 僻 和 欣赏 它们 的 美 . 无怪 乎 早期 的 科学 家 断 


定 矿 物 晶 体 在 地 妹 内 部 生长 过 程 就 像 他 们 假定 活 的 生物 体 自 发 
地 在 泥土 里 繁殖 一样. 否则 从 明显 死去 的 东西 里 怎么 能 罕 然 出 
现 苍 蝇 和 虫子 呢 ?7 费 不 是 按照 某 种 生命 法 则 成 长 , 品 体 怎么 能 
获得 它们 的 对 称 性 呢 ? 

我 们 没有 理由 笑话 他 们 . 晶体 还 被 说 成 是 在 溶液 里 “生长 ” 
的 .我 们 的 优势 是 或 多 或 少 地 知道 晶体 怎样 生长 ,怎样 获得 规则 
性 的 ,尽管 它们 决 不 是 活 的 . 

左 图 中 的 两 块 晶 体 是 黄 铁 矿 ,或 铁 的 硫化 物 FeSz .左边 的 
第 一 块 晶体 是 一 对 互相 贯穿 的 立方 体 . 如 果 你 能 找到 这 种 项 在 
地 球 里 的 立方 体 , 那 就 不 必 发 明 立 方 体 了 1! 

矿物 学 家 把 第 二 个 晶体 说 成 是 一 个 五 角 十 二 面体 .数学 家 
简单 地 称 它 为 十 二 面体 ,但 后 面 将 会 看 到 这 是 一 种 会 混 的 说 法 ， 

这 样 的 黄 铁 矿 晶体 在 意大利 还 可 以 找到 , 古 希 腊 人 曾 在 那 
里 建立 过 殖民 地 . 古 希 重 哲 学 家 完全 可 能 在 那里 看 厚 过 这 些 蝇 
体 , 因 而 “发现 "具有 完美 的 五 边 形 面 的 完美 的 十 二 面体 . 凯 尔 特 
人 也 已 知道 十 二 面体 .有 两 打 以 上 的 来 自 凯 尔 特 的 十 二 面体 被 
保存 着 .十 二 面体 , 八 面体 ,立方 体 和 四 面体 是 四 种 为 柏拉图 所 
知道 的 规则 的 立体 .有 20 个 三 角形 的 面 的 二 十 面体 是 后 来 发 现 
的 . 


SN 


[29] 


所 有 晶体 分 属 几 个 种 类 或 体系 .不 足 为 奇 ,立方 体 属 于 立方 
体 体 系 ,然而 ,具有 如 上 形状 的 八 面 晶 体 也 属于 立方 体 体系 . 

怎么 会 呢 ? 八 面 体 的 “立方 性 "表现 在 什么 地 方 ? 在 真实 的 
矿物 晶体 中 ,这 也 是 自然 地 被 发 现 的 . 

方 铅 矿 是 名 的 硫化 物 ,与 黄 铁 矿 一 样 , 它 的 晶体 常常 是 立方 
体 . 然而 ,典型 的 方 铅 矿 晶体 往往 不 是 完整 的 立方 体 .偶然 地 , 它 
会 缺 几 个 角 . 或 许 缺 得 少 些 ,或 许 缺 得 多 些 , 实 际 上 , 某 些 角 会 比 
其 他 角 缺 得 多 些 ,但 是 我 们 可 以 族 改 缺 角 ,在 数学 上 产生 这 个 理 
想 的 方 铅 矿 晶体 系列 . 


国 ) 
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第 一 个 晶体 是 立方 体 . 第 二 个 “显然 "是 切 掉 角 的 立方 体 ,不 
是 吗 ? 

第 三 个 晶体 被 切 去 相当 多 ,因而 它 的 “立方 体 特性 明显 减 
少 , 像 两 个 城镇 之 间 的 旅馆 似 的 , 它 是 被 称 为 立方 人 面体 的 正则 
立体 .第 四 个 晶体 由 于 移 去 了 它 的 角 , 看 上 去 和 更 像 八 曾 体 , 第 五 
个 晶体 是 一 个 完美 的 八 面 体 . 

变换 的 过 程 是 平稳 的 ,精巧 的 ,并 且 可 以 说 是 对 称 的 .我 们 


[30] 


也 可 以 反 过 来 ,从 信 面 体 开 始 , 切 去 它 的 角 ,最 后 得 到 立方 体 . 


Cao 


什么 东西 能 比 这 有 更 多 的 对 称 性 呢 ? 但 ,如 果 是 这 样 ,为 什 
么 不 把 它 虽 司 A 八 面体 体系 呢 ? 

晶体 的 外 形 只 表明 矿物 分 子 是 怎样 结合 成 一 个 规则 结构 
的 “结晶 学 之 父 " 哈 依 {Hauy ,1743 一 1826) 解 释 过 小 的 立方 体 的 
规则 结构 怎样 生成 各 种 外 形 . 


这 个 人 面体 有 阶梯 形 的 表面 ,“ 从 理论 "上 说 ,这 种 表面 应 该 
是 粗 粮 的 ,但 实际 的 表面 与 构成 它们 的 小 块 相 比 蚌 难 以 想象 的 


[31] 大 ,所 以 表面 显得 十 分 光滑 . 

在 超 微 观 水 平 上 ,还 有 别 的 方法 堆积 立方 体 .例如 ,如 第 二 
个 图 所 示 在 初始 的 立方 体 的 每 个 面 上 可 以 建造 一 个 棱锥 ， 

结果 是 一 个 实 实 在 在 的 十 二 面体 ,矿物 学 家 常常 这 样 称 呼 
它 ,因为 它 有 十 二 个 面 .十 二 面体 的 词 头 “dodeca” 在 适 腊 语 中 的 
意思 就 是 十 二 .十 二 条 原 立 方 体 的 棱 每 一 条 都 被 鞭 形 的 面 取 代 . 

数学 家 ,有 时 还 有 矿物 学 家 ,把 它 叫 作 蓉 形 十 二 面体 以 区 别 
于 正 五 边 形 交 十 二 面体 . 它 的 表面 本 身 没 有 达到 它 应 该 达到 的 
规则 性 .一 个 规则 的 四 条 边 的 多 边 形 应 该 基 正 方形 ,而 不 是 蓉 
形 . 

立方 体 体系 的 晶体 并 不 限于 这 些 形状 .事实 上 ,立方 体形 状 
的 晶体 不 少 于 15 种 ,其 中 包括 四 面体 , 即 正三 楼 锥 . 

正四 面体 ? 在 正四 面体 里 有 一 些 正方 性 吗 ? 在 很 多方 面 ! 


把 立方 体 相 间 的 项 点 都 连接 起 米 ,形成 一 个 四 面体 .第 一 次 
留 下 来 的 顶点 形成 第 二 个 四 面体 ， 
现在 可 以 毫 不 奇怪 地 说 , 正 十 二 面体 也 和 立方 体 有 关 . 这 种 
关系 不 那么 明显 ,也 就 是 说 这 种 关系 更 为 优美 . 
细 细 地 察看 一 个 实际 的 十 二 面体 就 会 发 现 图 中 标 出 的 四 个 
顶点 组 成 一 个 正方 形 , 把 正 十 二 面体 放 在 手 里 转 着 看 ,我 们 就 能 
[32] 发 现 立 方 体 的 六 个 面 . 


在 一 个 十 二 面体 中 ,相应 于 这 种 方式 的 立方 体 有 多 少 个 ? 
仔细 看 看 ,很 明显 ,立方 体 的 每 条 楼 是 五 边 形 面 的 一 条 对 角 线 . 
但 每 个 面 有 五 条 对 角 线 ,这 就 提示 我 们 ,最 多 有 五 个 不 重复 的 立 
方 体 ,事实 确实 如 此 . 


所 灵 的 哈 伊 还 能 用 在 基础 立方 体 上 作 楼 锥 的 方法 构造 十 二 
面体 .然而 ,对 这 个 十 二 面体 而 言 , 楼 锥 是 巧妙 地 、 不 对 称 地 隆起 
到 一 条 线 上 ,而 不 是 到 一 个 点 上 ,就 像 帐篷 的 背 一 样 ,正如 本 页 
项 部 的 图 所 示 .一 个 对 称 结 构 多 么 光滑 地 变 成 另 -一 个 啊 ! 

问题 
ET， 由 于 正四 而 体 是 立方 体 类 上 厚 体 的 一 种 ,应 该 有 可 能 在 正四 面 

体内 我 到 三 条 对 称 放置 的 ,互相 垂直 的 轴 . 它 们 在 哪里 ? 

2. 在 正四 面体 内 找 出 一 个 八 面体 . | 
3， 比 较 正方 体 与 它 的 内 接 四 面体 的 体积 .( 这 可 以 帮助 你 知道 


棱锥 的 体积 是 同 底 等 高 的 楼 柱 体积 的 二. ) 

4、 用 第 2 题 的 结果 ,比较 有 相同 楼 长 的 正四 面体 与 正八 面 体 的 
体积 ， 

5、 从 一 些 堆 好 的 立方 体 开始 ,在 每 个 立方 体内 构造 一 个 四 面 
体 ,使 得 四 面体 的 任 一 项 点 是 八 个 四 面体 的 一 个 顶点 ， 

四 面体 之 间 的 继 阶 是 什么 形状 的 ? 
6. 把 正四 面体 和 八 面体 切 开 , 横 截面 分 别 是 正方 形 和 六 边 形 的 
[33] ”方法 有 包 少 种 ? 
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这 些 卵 形 中 哪 一 个 是 圆 ? 哪 一 些 可 能 是 加 (从 某 个 角度 去 
看 )? 其 中 只 有 两 个 是 图 ,但 只 有 一 个 不 可 能 是 圆 (从 某 个 角度 
去 看 ) . 右 下 角 的 卵 形 * 量 然 " 不 是 的 ,因为 它 不 是 完全 对 称 的 . 

贺 斜 闭 看 时 , 它 椭 圆 化 了 ,呈现 出 业 圈 的 模样 ,我们 的 眼睛 非 
常 习惯 于 这 种 圆 的 变形 ,在 房间 里 环顾 时 ,我 们 能 把 大 部 分 实际 
看 到 的 顶 融 正确 地 解释 成 加 ,如 灯 轩 的 边 乡 , 锅 沿 ,小 图 地 毯 , 桌 
垫 , 水 果盘 子 ……… 

然而 ,光线 被 一 面 贺 镜 于 反射 到 墙 上 所 得 到 的 卵 形 是 一 个 
真正 的 精 男 而 不 是 贺 . 

椭 国 是 典型 的 数学 对 象 . 椭 全 能 够 以 许多 不 同形 式 , 在 初夏 
起 来 互 不 相关 的 地 方 出 现 . 

最 简单 的 说 法 ,椭圆 是 压 扁 了 的 贺 . 取 一 个 阿 并 画 一 条 直 
径 . 在 较 上 取 一 些 点 .使 这 些 点 向 直径 靠拢 .为 简单 起 见 ,我 们 使 


每 个 点 到 直径 两 们 地 近 了 ， 
点 PP 变 成 点 如 ,等 等 ,现在 圆 已 被 压 扁 , 它 的 高 度 仅 为 原先 
的 一 半 . 结 果 是 一 个 椭 贺 ， 


[35] 
这 种 甫 椭 贺 的 方法 很 容易 领会 ,但 面 起 来 却 很 麻烦 . 
把 通常 的 画 圆 方法 履 改 一 于 是 个 更 聪明 的 办 法 . 


-et 


人 D 意 即 每 个 点 淹 直 径 的 距离 是 原来 的 二 .一 译 省 注 


总 间 与 里 基 


-如果 没有 圆规 ,你 可 以 用 一 根 大 头 针 和 一 根 线 如 图 所 示 画 
圆 .为 了 画 椭 贺 , 把 一 根 大 涉 针 换 成 两 根 ,把 它们 分 开 ,分 得 越 
远 ,椭圆 就 越 遍 . 


天 文学 家 开 普 勒 (Kepler,1571 一 1630) 第 一 个 提出 行星 沿 
椭圆 轨道 绕 着 太阳 转 . 这 些 轨道 的 确 是 非常 近似 于 椭 芽 的 ,太阳 
位 于 一 个 点 上 ,这 个 点 就 是 一 根 大 头 针 的 位 置 ， 


如 果 一 条 直径 与 平行 于 它 的 一 些 线 都 倾斜 下 来 (如 图 所 
[36] 示 ) ,图 也 会 失去 高 诬 ,这 圆 并 不 是 简单 地 ,至 少 不 是 垂 次 地 压 
缩 . 这 个 卵 形 的 最 罕 点 在 x 和 了 .但 这 个 形状 还 是 桶 加 1 
把 加 压 扁 的 相反 合法 是 什么 ? 其 中 之 一 是 伸 长 ,把 圈 伸 长 
了 也 产生 椭圆. 换 句 话说 ,我 们 可 以 想象 把 椭 辆 伸 长 得 到 原来 的 
一 一 44 一 一 


第 4 亲生 油 


圆 .或 者 把 椭圆 压缩 产生 一 个 贺 或 另 一 个 椭 回 . 


全 一 OO 


把 初始 的 圆 的 高 度 压缩 到 它 的 一 半 得 到 一 个 椭圆 ,这 个 椭 
圆 再 伸 长 50% 得 到 更 长 的 桶 圆 . 为 了 反 过 来 再 得 到 辆 ,最 后 这 
个 精 贺 应 垂直 伸 长 到 3 售 . 


当 圆 形 截面 的 回 柱 被 切 开 时 ,截面 应 沿 着 蛮 柱 伸展 出 去 . 产 
生 的 形状 蚌 一 个 椭 贺 . 贺 柱 的 任 一 截面 是 圆 或 椭 加 .每 个 椭 辐 与 
初始 圆 在 一 个 方向 上 有 相同 的 直径 ,但 与 这 个 方向 成 直角 的 直 
径 可 以 任意 长 . 


对 染 与 联想 : 


这 是 个 圆锥 , 像 圆柱 一 样 , 已 被 切 开 . 切 片 可 以 是 什么 形状 
呢 ? 

初 想 一 想 , 本 能 想到 切片 的 底部 最 宽 , 因 为 在 这 里 圆锥 最 
宽 , 越 接近 锥 顶 处 越 罕 , 趋 于 一 点 . 

再 想 一 想 ,或 许 想到 的 是 切片 的 项 部 会 较 宽 些 . 因为 在 那里 
切片 与 母线 所 成 角度 最 大 ,而 在 底部 ,切片 以 小 得 多 的 角度 切割 
圆锥 . 毫 无 疑问 ,如 果 你 在 圆锥 的 同一 点 上 切 若干 次 , 较 小 的 角 
度 将 产生 较 府 的 截面 . 

令 人 惊 评 的 是 这 两 种 理由 恰好 有 相同 的 说 服 力 . 它 们 彼此 

[37] 抵消 1 切片 实际 上 是 完全 对 称 的 , 它 也 是 一 个 椭圆 . 

容易 看 出 它 与 圆柱 切片 的 联系 . 任 一 圆柱 可 以 想象 为 一 个 
圆锥 , 顶点 移 到 无 穷 远 处 ,从 而 这 个 圆锥 的 母线 现在 互相 平行 ， 
而 互相 平行 的 切片 大 小 与 形状 都 一 样 ， 

是 否 也 有 与 用 大 头 针 和 线 画 椭 图 的 方法 相 联 系 的 事情 呢 ? 
当然 有 的 ! 古代 希腊 数学 家 早已 发 现 了 这 一 联系 ,他 们 在 两 千 
多 年 前 首先 研究 了 作为 圆锥 切片 的 椭圆 , 远 在 开 普 勒 发 现 他 需 


i 国 池 本 和 
要 用 椭圆 来 解释 行星 运动 之 前 . 

他 们 想象 一 个 切片 同 前 面 一 样 的 圆锥 和 一 个 放 在 截面 与 锥 
顶 之 间 的 球 ,这 球 愉 好 与 截面 相 切 于 一 点 , 记 为 荆 , 又 与 贺 锥 切 
于 一 个 记 为 PP 的 圆 . 

考 虚 桶 加 上 的 一 点 , 称 它 为 4 点 .连接 点 4 与 对 的 线段 与 
小 球 相 切 . 从 4 点 沿 圆锥 母线 向 上 到 与 图 只 相交 的 线段 也 与 球 
相 切 .不 仅 如 此 ,这 两 条 线段 的 长 诬 相 等 ,因为 从 一 点 引出 的 .与 
同一 个 球 相 切 的 任意 两 条 线段 具有 相同 长 度 . 


[38] 


然后 ,他 们 考虑 第 二 个 相关 的 球 , 它 与 截面 相 切 于 了 点 ,与 
圆锥 相 切 于 记 为 R 的 加 . 

与 小 球 的 情形 完全 一 样 ,连接 点 4 与 了 的 线段 与 从 4 点 沿 
母线 向 下 到 与 加 RR 相交 的 线段 ,长度 相 等 ， 

把 这 两 种 想法 合 在 一 起 ,总 长 AX + AY 永远 等 于 另 一 线段 
的 长 度 ,这 线段 从 4 点 上 面 的 贺 忆 开始 ,向 下 沿 母线 延伸 经 过 
点 4 ,到 与 贺 屎 的 交点 为 止 . 


入 当 汪 关 闫 : 


因为 这 条 线段 永远 有 相同 的 长 度 (恰好 是 两 圆 之 问 的 中 
离 ), 4X + AY 也 就 永远 有 相同 的 长 度 , 这 就 是 用 大 头 针 方 法 画 
椭圆 的 道理 ， 

问题 


1. 
- 


在 一 张 纸 上 按 两 个 图 条 ,再 取 一 张 普通 纸 片 ,让 它 在 两 


个 图 钉 之 问 滑 动 ,如 图 所 示 , 这 纸 角落 的 顶点 轨迹 是 什么 ? [39] 


下 
~ 


同上 ,在 一 张 纸 片 上 按 两 个 图 箱 .但 这 次 在 两 个 图 和 钉 间 
移动 的 是 一 块 三 角 板 的 较 小 的 角 , 如 图 所 东 , 这 角 的 顶点 慎 
出 一 个 什么 样 的 图 形 ? 


在 任 一 三 角形 内 ,三 条 边 上 的 高 交 于 一 点 了 .P,Q 和 忆 
分 别 是 X 与 三 个 顶点 之 间 的 中 点 . 

三 角形 的 三 边 的 中 点 ,三 角形 三 条 高 与 边 的 交点 ,以 及 
点 P,0,R 之 间 有 什么 关系 ? 


在 纸 片 土 标 出 两 个 点 , 称 为 4 和 如 ,再 在 组 上 标 出 尽 可 
能 多 的 点 ,这些 点 与 4 点 距离 是 与 B 点 距离 的 两 倍 . 
这 些 点 有 什么 特殊 性 ? 
5. 根据 罗马 诗人 维 吉尔 的 说 法 , 安 尼 斯 在 流浪 期 间 调 见 了 迎 玉 
基 女 王 迪 多 ,女王 赐 给 他 能 用 一 张 牛皮 包围 的 土地 ,假定 他 
有 远见 把 牛皮 割 成 长 长 的 细 条 ,并 利用 直 的 海岸 线 作为 领地 
的 一 部 分 边界 ,他 应 该 怎样 做 才能 围 出 尽 可 能 多 的 土地 ? 


这 个 四 边 形 的 项 点 装 有 匀 链 , 它 的 形状 和 面积 都 是 可 变 
[40] ”的 .什么 时 候 它 的 面积 达到 最 大 值 ? 


第 5 章 骨骼 与 结构 


[ 42] 


数学 与 联 括 : 


海豹 ,蝙蝠 , 马 和 人 有 什么 共同 的 地 方 吗 ? 乍 一 看 几乎 没 
有 .然而 ,这 样 甸 匆 一 璧 常会 使 你 误 入 歧途 .它们 的 外 观 ,. 栖 息 地 
和 生活 习性 的 确 很 不 一 样 的 ,但 内 部 就 是 另外 一 回 事 了 ,虽然 外 


学 尝 吉 站 


观 不 同 ,但 它们 都 是 动物 ,因此 内 部 器 官 是 相似 的 .特别 地 ,它们 
的 骨骼 惊人 地 相像 . 

当然 , 海 鹏 有 一 条 尾巴 ,而 人 只 在 消 柱 底部 有 一 块 小 骨头 ， 
称 为 尾 椎 骨 , 但 是 每 一 种 骨 盎 都 有 痊 柱 , 助 骨 附 在 上 面 ,虽然 肋 
骨 的 数目 有 所 不 同 . 更 不 寻常 的 是 , 蝙 蝙 的 妃 膀 ,海豹 的 阔 馈 和 
大 的 手臂 ,与 外 观 上 的 差异 相 比 ,相似 人 性 更 多 . 


1 | 指骨 
32 和 A 入 $4 32 
1 海豹 (会 游 水 的 ) 人 i 会 操作 的 ) 


本 章 开头 照片 中 的 人 能 从 有 时 部 把 下 臂 扭 转 差不多 180F. 这 
是 怎样 做 到 的 呢 ? 上臂 就 不 能 以 同样 方式 绕 和 肩 腥 骨 转 动 . 差别 
就 在 展 骨 里 .上 和 辟 只 有 一 根 凤 头 ,但 是 下 臂 却 有 两 根 骨 头 .当下 
臂 转 动 时 , 它 的 两 根 肯 头 就 互相 绕 着 转动 .每 一 根 崩 头 在 它们 的 
关节 里 扭转 得 都 不 太 多 ,在 所 有 这 类 骨骼 里 都 有 这 种 杰出 设计 ， 
由 于 它 也 存在 于 悉 龙 的 骨骼 里 ,至 少 有 两 百 万 年 之 入 了 、 

下 页 中 的 这 两 种 壁纸 有 多 少 相 民 之 处 ? 表面 上 看 ,它们 的 
风格 图形、 结构 和 给 人 的 感觉 似乎 很 不 相同 . 

然而 ,如 果 我 们 强调 的 不 是 这 些 装 饰 图 案 的 细节 ,而 是 这 些 
图 案 的 排列 ,会 出 现 什么 呢 ? 


每 种 装饰 的 基本 花样 相同 之 处 被 突出 出 来 ,而 图 案 本 身 则 
143] 退 到 幕后 去 .装饰 之 间 的 相似 性 明显 地 增加 了 ， 


直线 将 每 个 基本 花纹 里 的 对 应 点 连接 起 来 .之 不 硅 张 地 说 ,这 些 
基本 骨骼 几乎 是 相同 的 ,因而 原先 的 设计 有 相同 的 基本 结构 . 
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伊斯兰 教 禁止 在 艺术 中 用 人 像 ,因此 穆斯林 艺术 家 们 被 迫 
去 发 展 更 抽象 的 装饰 图 案 . 这 个 图 案 是 一 个 非常 简单 的 例子 , 然 
而 它 又 有 丰富 的 内 涵 ， [44] 


发 现 这 图 案 结构 的 一 种 明显 的 方法 是 标明 并 连接 六 角 星 的 
中 心 .由 此 可 知 这 图 案 是 由 左边 的 单元 在 各 个 方向 重复 出 现 而 
组 成 的 .然而 ,看 来 这 不 是 构造 这 个 图 案 的 最 自然 的 方法 . 把 它 
看 成 是 第 二 个 单元 的 重复 肯定 更 为 简单 ,这 个 单元 中 的 对 应 点 
是 正六 边 形 的 项 点. 这些 正方 形 的 小 圈 确 实 很 显眼 ,但 更 仔细 地 
看 一 看 ,可 以 看 出 有 一 个 更 大 的 正方 形 形 成 的 圈 { 如 下 图 ) ,在 这 
个 六 边 形 的 外 面 , 它 才 是 “最 简单 的 ”. 


在 这 个 图 案 里 ,由 于 正方 形 的 总 数 没有 增加 ,如 果 这 个 单元 
是 另 一 个 的 两 倍 , 每 个 正方 形 就 必须 在 两 个 这 样 的 单元 里 出 现 . 
现在 这 种 情况 ,每 个 正方 形 是 两 个 大 奖 的 成 员 . 
没有 必要 ,并 且 确 实 也 不 容易 争论 哪 种 看 图 案 的 方法 是 最 
简明 的 .重要 的 事实 是 可 否 通过 三 角形 ,或 者 六 边 形 的 格 点 ,以 
便 能 看 出 这 个 图 案 可 以 用 简单 方法 构造 ,从 而 可 以 容易 地 复制 、 
变化 或 发 展 . 
我 们 的 头脑 真是 令 人 惊奇 而 又 神秘 莫 测 ,它们 常常 要 花 很 
长 时 间 , 用 很 多 的 语言 和 意象 去 型 清楚 它 能 一 眼看 出 的 隐藏 起 
来 的 名 案 , 没 有 人 需要 分 析 两 种 歼 纸 设计 中 任 一 种 隐藏 在 背后 
145] 的 骨骼 以 弄 懂 它们 ,只 有 当 我 们 选 好 一 个 来 曾 时 ,我 们 才 认 识 到 
锅 要 一 种 我 们 能 换 成 语言 或 意象 的 .不同 的 和 更 深 的 理解 . 
一 和 0 一 


我 们 的 头脑 在 辨识 音乐 或 文艺 中 看 不 见 的 模式 方面 也 同样 
聪明 ,辨识 播 深 , 瑞 盖 中 ,或 者 恰 一 恰 一 恰 的 节奏 是 多 么 容易 1 
然而 有 和 多少 读者 能 用 一 些 话 去 解释 它们 之 间 的 差别 呢 ? 

以 韵律 来 辨识 一 首 五 行 诗 并 不 难 , 即 使 不 是 所 有 五 行 诗 在 
格律 和 重音 上 都 有 相同 的 模式 : 

了 催 国 味 哇 味 味 呈 ， 

扑通 扑通 扑通 扑通 扑通 扑通 扑通 扑通 : 
当 他 哭 碱 着 姑娘 在 哪里 ， 

她 回答 ,我 害怕 . 

扑通 扑通 扑通 . 

作家 和 诗人 在 空闲 时 写 些 滑稽 作品 ,这 些 作品 完全 仿效 原 
作 的 结构 ,也 许 还 有 音调 和 感觉 ,然而 ,他 们 只 是 在 打趣 而 已 ， 

也 许 不 是 巧合 ,路易斯 ' 卡 罗 尔 (Lewis Carroll) 一 一 查尔斯 
路 德 维 格 ,道奇 森 (Charles Lutwidge Dodgson ,1832 一 1898) 的 笔 
名 ,牛津 大 学 基督 学 院 的 数学 导师 ,是 一 位 伟大 的 模仿 作家 ,但 
作为 严肃 的 维多利亚 时 代 的 诗人 ,他 完全 失败 了 . 相信 数学 家 ， 
他 会 掉 通 常 的 意义 突出 了 模式 ， 

问题 


把 正方 形 拼 花 板 的 角 切 掉 , 构 造 出 小 正方 形 和 八 边 形 的 
拼花 板 . 


叱 ” 瑞 盖 {reggaej 是 西 印度 群岛 的 一 种 舞 册 .一 译 者 注 


把 这 些 六 边 形 分 开 一 点 ,并 在 空隙 中 填 满 正方 形 与 等 边 
[46] ”三 角形 ,做 成 新 的 拼花 板 . 
3， 用 六 边 形 和 和 等 边 三 角形 砖 可 以 拼 出 多 少 种 半 规 则 的 拼花 图 
案 ? 所 谓 半 规 则 的 意思 是 围绕 每 个 顶点 ,所 选 的 花 砖 相同， 
并 以 相同 次 序 排列 ， 
4. 在 六 边 形 的 蜂窝 状 拼 花 板 中 ,由 不 相 邹 的 顶点 ,可 以 组 成 什 
么 样 的 图 案 ? 


像 第 2 章 第 1 题解 释 的 那样 .这 个 由 拉 长 的 六 边 形 耕 成 
的 板 可 以 构成 一 个 相同 的 五 过 形 的 拼花 板 . 
这 里 有 另 一 个 简单 性 质 , 标 出 每 个 六 边 形 的 不 相 邻 的 顶 


i We ne 


点 .它们 做 出 什么 样 的 拼花 ? 


这 个 拼花 板 是 由 两 组 三 角形 构成 的 .有 阴影 的 三 角形 彼 
此 相似 ,没有 阴影 的 三 角形 也 彼此 相似 ， 

能 把 这 个 拼花 板 看 成 由 不 规则 的 六 边 形 拼 成 的 吗 ? 由 
两 种 不 同 的 五 边 形 拼 成 的 ? 由 三 种 不 同 的 四 边 形 拼 成 的 ? 47] 


第 6 章 拓展 视野 


这 是 个 任意 三 角形 ,在 每 条 边 上 作 一 个 等 过 三 角形 . 乍 一 看 
这 里 似乎 没有 什么 特别 的 东西 . 

然而 ,如 果 我 们 标 出 等 边 三 角形 的 中 心 , 连 接 它们 , 令 人 惊 
收 的 是 又 出 现 了 一 个 等 边 三 角形 .这 决 不 是 偶然 的 ,你 可 以 选择 
任意 形状 的 三 角形 来 做 试验 ,情况 总 是 那样 ,这 个 结果 称 为 拿 玻 
爷 定 理 , 因 为 人 们 认为 法 兰 西 将 军 拿 破 仑 发 现 了 它 . 

在 看 起 来 杂乱 无 章 的 图 形 中 发 现 模式 和 对 称 性 ,往往 是 一 
件 令 人 赏心悦目 .颇具 迷惑 力 的 事情 . 它 也 暗示 我 们 并 没有 看 到 
在 原先 的 图 形 里 应 该 看 到 的 全 部 东西 .一 定 有 另 一 种 方法 去 看 
它 , 用 这 种 方法 看 ,一 开始 就 会 有 更 密 的 对 称 性 ,因而 也 就 能 更 
自然 地 得 出 结论 . 

一 种 想法 一 一 这 种 想法 常常 是 用 来 解 几何 题 的 一 一 是 把 原 
先 的 图 形 看 人 必 拼 花 地 板 的 一 部 分 ,这 拼花 地 板 是 平面 的 一 种 铺 
法 ,用 规则 的 图 形 永远 重复 下 去 .为 了 看 看 这 种 想法 是 不 是 行 得 
通 ,把 大 等 边 三 角形 看 作 图 案 的 “中 心 ” ,并且 在 它 的 另 两 边 上 都 
重复 放置 另外 三 个 三 角形 . 


到 目前 为 止 ,一 切 闫 利 , 但 现在 第 一 个 考验 来 了 .图 着 边 的 
卒 论 的 空 际 可 以 按 规则 的 方式 填 满 吗 ? 是 的 ,能 做 到 ,只 要 在 每 
个 空 际 中 再 填 进 一 个 原先 的 三 角形 . 


这 图 形 看 上 去 已 经 很 对 称 了 ,但 还 可 以 不 断 向 外 扩展 , 进 一 
[49] 步 增加 对 称 性 . 


现在 大 等 边 三 角形 第 一 次 被 重复 ,并 且 不 难看 到 这 个 模式 
将 在 所 有 方向 上 永远 继续 扩展 下 去 . 

把 某 些 三 角形 涂 上 阴影 并 且 抹 去 一 些 线段 ,对 称 人 性 更 一 望 
而 知 . 


下 面 这 个 图 可 以 看 作 众 所 熟 知 的 正六 边 形 和 等 边 三 角形 拼 
花 的 变形 .这 个 拼花 的 对 称 性 是 容易 看 到 的 .但 我 们 的 拼花 ,对 
称 性 也 差不多 这 么 清楚 . 


[50] 


六 边 形 已 经 变形 ,但 它们 的 排列 还 同 以 前 一 样 规则 .注视 中 
等 的 等 边 三 角形 和 围绕 着 它们 的 大 等 边 三 角形 ,我们 能 看 到 一 
种 类 似 的 对 称 性 . 


连接 中 心得 到 三 条 辊 辐 , 它 们 之 间 的 来 角 都 是 120. 相 同 的 
对 称 性 出 现 了 ,只 要 把 小 等 边 三 角形 的 中 心 与 最 车 近 它 的 中 等 
三 角形 的 中 心 连接 起 来 (或 者 用 三 角形 的 任 一 其 他 组 合 ). 

像 了 图 那样 ,把 轮 辐 网 覆盖 在 整个 拼花 图 案 上 ,突出 了 这 个 
拼花 的 骨骼 事实 上 与 普通 等 边 三 角形 拼花 是 一 样 的 .特别 地 ,我 
们 斤 乎 顺便 , 毫 不 费力 地 注意 到 围绕 一 个 原始 三 角形 的 任何 三 
个 等 边 三 角形 的 中 心 也 形成 另 一 个 等 边 三 角形 . 
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虽然 图 形 对 称 得 那么 好 ,我 们 的 解释 看 来 例 有 些 不 对 称 了 


MSA 
为 什么 我 们 注意 力 集 中 到 大 的 和 中 等 的 等 过 三 角形 上 面 呢 ? 想 
必 , 按 照 男 外 的 收 法 ,例如 ,通过 看 最 小 的 和 中 等 的 等 边 三 角形 ， 


我 们 辐 样 能 简单 地 看 出 答案 吧 ? 


{51] 


事实 上 我 们 是 能 做 到 的 ,虽然 不 很 容易 看 出 来 ,因为 我 们 的 
脑子 波 不 那么 聪明 ,也 不 习惯 于 看 那 种 星 状 六 按 形 .然而 我 们 能 
看 出 来 这 个 拼花 图 案 事 实 上 有 同 62 页 上 面 的 图 一 样 鲜明 的 对 


称 性 . 
这 个 拼花 图 案 解 答 了 原先 的 问题 ,但 决 不 是 上 只 有 一 种 重新 


看 它 的 方法 ,这 仅仅 是 最 简单 的 一 种 . 它 也 不 能 回答 其 他 可 能 在 
心中 涌现 的 问题 ,如 ,为 什么 原先 增加 的 三 角形 必须 是 等 边 的 ? 
等 边 三 角形 本 身 是 对 称 的 ,但 原先 的 任意 三 角形 和 等 边 三 角形 
之 间 的 关系 是 完全 不 对 称 的 .这 像 是 把 完美 的 咒 同 偏心 的 三 图 
去 作 比 较 . 为 什么 不 能 把 任意 形状 的 三 角形 加 到 原始 三 角形 上 
去 呢 ? 


这 个 图 看 上 去 像 我 们 原先 的 图 ,但 三 个 增加 的 三 角形 是 不 
等 边 的 ,只 是 彼此 相似 . 根据 你 怎样 看 它 , 这 种 不 规则 的 三 角形 
或 者 没有 中 心 ,或 者 有 几 个 不 同 的 “中 心 ”. 没 有 关系 ,我 们 可 以 
[52] 像 通常 那样 简单 地 把 对 应 点 连接 起 来 . 


SS 


它们 形成 的 三 角形 是 什么 形状 ? 同 三 个 原先 的 三 角形 的 形 

状 相 同 .这 是 原先 思想 的 一 种 推广 .这 个 试验 结果 可 以 用 拼花 图 

案 来 解释 吗 ? 是 的 ,只 要 把 轩 花 图 案 这 个 词 的 含义 作 -点 引申 ， 
— 本 全 一 一 


为 了 使 这 个 拼花 图 案 活 动 起 来 ,想象 在 纸 的 中 心 有 一 种 黑 
洞 . 当 三 角形 绕 着 黑洞 螺旋 形 地 转动 时 ,它们 被 吸 向 这 个 中 心 ， 
变 得 越 来 越 小 但 保持 它们 的 形状 不 变 ， 

把 注意 力 集中 到 涂 阴 影 的 三 角形 上 .它们 的 形状 都 一 样 , 互 
相 的 关系 相同 而 且 不 变 ,空间 本 身 由 于 其 中 心 的 黑洞 的 影响 而 
弯曲 ,特别 地 , 任 一 涂 阴影 的 三 角形 能 平稳 地 运动 进入 任 一 其 他 
涂 阴 影 的 三 角形 的 位 置 ,不 改变 它 的 形状 ,从 三 个 连环 的 涂 阴 影 
的 三 角形 中 取出 三 个 对 应 点 恰恰 是 一 个 涂 阴 影 的 三 角形 在 扫 过 
螺旋 面 运 动 时 ,描述 它 的 位 置 的 一 种 方法 ， 

不 涂 阴 影 的 三 角形 择 么 样 呢 ? 它们 也 在 螺旋 而 上 运动 ,只 
改变 大 小 ,不 变形 . 像 同 一 张 照片 的 正片 与 负片 ,每 一 组 三 角形 
都 具有 这 种 螺旋 性 质 . 1S31 

问题 
1、 用 全 等 的 三 角形 构造 一 个 拼花 图 案 ,证 明 尾 意 三 角形 的 内 钊 


归于 与 联 拓 


和 是 180 . 

， 用 全 等 的 四 边 形 构造 一 个 拼花 图 案 ,证 明 任 意 四 边 形 的 内 角 
和 是 360* . 

， 阿 拔 尔 ' 拟 发 (Abul Wafa ,940 一 997) 发 现 一 种 
方法 ,分 解 两 个 任意 正方 形 , 再 拼 成 一 个 正方 
形 . 较 大 的 正方 形 被 切 成 四 个 四 分 之 一 ,再 把 
它们 放 在 较 小 的 正方 形 的 四 周 . 按 虚 线 切 四 
次 , 切 下 来 的 小 片 奇迹 般 地 填 满 内 侧 的 空间 从 而 形成 一 个 正 
方形 . 

将 这 个 图 复制 敌 成 拼花 图 案 , 弄 助 它 说 明 阿 找 尔 : 瓦 发 
是 怎样 发 现 这 个 方法 的 . 

. 第 沙 格 (Desargue) 定 理 说 如 果 两 个 三 角形 “在 透视 上 ”" 源 自 

一 点 中 ,那么 对 应 边 的 交点 位 于 同一 直线 上 . 


WD 意 凤 两 个 三 角形 的 顶点 位 于 一 点 出 发 的 三 条 “透视 " 线 上 .一 一 评 者 注 
一 一 re 一 -一 
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这 定理 的 意思 表示 在 图 里 ,因为 对 于 在 X 点 的 观察 者 ， 
对 应 顶点 在 一 条 直线 上 ,所 以 对 应 边 的 交点 P,Q 和 RR 在 同 
一 直线 上 ,如 图 所 示 . 
问题 是 把 这 平 的 2 维 图 “看 "成 点 .直线 和 平面 的 3 维 
图 ,这 样 , 币 沙 格 定理 就 变 得 显而易见 了 . 
5. 把 数列 0 1 12 63 208 525 1116 … 看 成 是 这 个 模 
式 的 一 部 分 : 
0 1 12 63 208 525 1116 
1 it St 145 317 591 
0 40 4 172 274 
30 54 78 102 
24 24 24 
. 0 0 
利用 这 点 将 原 数 列 往 下 写 . 
6， 把 这 数列 看 成 在 题 5 中 出 现 过 的 模式 的 一 部 分 : 
6 15 40 __ 162 271 420 615 862 
利用 这 点 写 出 这 个 数列 的 人 缺 项 . [54] 


一 多 一 


用 一 个 旧 的 空心 的 橡皮 球 和 一 把 刀 或 葛 刀 做 个 实验 ,可 以 
正确 地 指出 ,球面 不 能 在 不 改变 形状 的 条 件 下 展 成 一 片 平面 . 事 
实 上 ,即使 是 一 小 片 球面 ,譬如 一 小 块 足球 皮 ,如 果 用 力 铺 平 ,就 
会 有 一 点 变形 . 它 会 起 皱 , 或 者 拉 长 ,也 可 能 被 扯 破 . 


RA 


地 球 的 整个 表面 在 被 展 平 之 前 也 必须 变形 ,内 而 制图 员 要 
面 对 一 个 棘手 问题 ,他们 的 地 图 的 某 些 面 貌 将 会 是 错误 的 . 错 驳 
少 ? 针 么 样 的 面 狐 可 能 被 保留 ?虽然 供给 制图 员 的 信息 是 一 丝 
不 苟 的 ,情况 可 能 更 糟 .结果 是 他 们 要 选择 将 保留 哪些 面貌 .上 
页 中 的 地 图 展示 了 两 种 可 能 的 画 法 . 

壶 卡 托 (Mercator) 投 影 法 是 在 1567 年 引进 的 ,这 也 许 是 所 
有 投影 靶 中 最 著名 的 ,广泛 地 用 于 地 图 册 和 挂图 的 绘制 . 它 对 领 [55] 
航 员 来 说 有 巨大 的 优越 性 ,因为 航向 不 变 的 航线 ( 称 为 斜 驻 线 或 
恒 向 线 ) 在 地 图 上 变 成 直线 ,领航 员 可 以 画 一 条 从 船 的 现在 位 置 
到 目的 地 的 直线 , 测 出 航向 ,定好 自动 罗盘 ,然后 就 去 睡觉 . 

(这 并 不 完全 解决 领航 员 的 问题 ,在 海上 两 点 间 的 最 短 距 高 
是 一 个 大 加 上 的 一 段 对 , 大 图 不 是 航向 不 变 的 航线 , 熟 而 ,大 国 
航线 可 以 容易 地 用 几 条 较 短 的 航向 不 变 航线 做 相当 好 的 近似 ,】 

麦 卡 托 投影 法 也 不 可 避免 地 有 它 的 不 利 的 一 面 .面积 的 比 
较 就 特别 困难 ,因为 当 纬 线 接近 极点 时 彼此 离 得 更 远 . 一 个 众 所 
周知 的 荡 谣 是 格陵兰 与 南美 洲 的 相对 大 小 ,在 麦 卡 托 地 图 上 , 格 
陵 兰 相当 明显 地 是 较 大 的 一 个 .实际 上 它 促 大 约 是 南美 洲 大 陆 
面积 的 十 分 之 一 . 斜 驶 线 是 变换 的 一 个 不 变量 , 它 产 生 玫 卡 托 投 
影 法 ,面积 不 是 不 变量 . 

圆柱 等 面积 投影 法 保持 面积 不 变 , 虽 然 它 改变 了 它们 的 形 
状 . 斜 观 线 不 再 是 不 变量 ,故而 这 个 圆柱 投影 法 可 能 是 领航 员 的 
亚 梦 .现在 格陵兰 真正 显得 小 了 , 跨 立 赤道 的 南美 洲 有 一 点 小 的 
变化 .欧洲 本 身 稍微 缩小 一 点 ,因为 在 素 卡 托 地 图 上 , 它 离 琳 道 
十 分 远 , 致 使 它 略 微 变 大 了 ,形成 对 照 的 是 ,也 穿 过 赤道 的 非洲 
大 约 同样 大 小 ,因而 比 欧 洲 显 得 相对 大 些 ,实际 上 也 是 这 样 .我 
和 许多 读者 的 幼年 时 期 的 地 图 册 把 欧洲 画 得 比 真 实 的 大 ,更 重 
要 的 原因 是 把 它 放 在 地 图 中 央 . 

数学 家 们 在 不 断 探 索 把 一 个 对 象 变换 成 另 一 个 对 象 ,或 者 
一 个 问题 变换 成 另 一 个 问题 的 方法 .如 果 某 些 符 征 同 他 们 过 去 


款 举 与 匡 邓 


熟悉 的 一 样 ,那么 ,事情 就 简单 多 了 . 


在 所 有 初等 数学 中 ,一 个 最 简单 的 不 变量 是 面积 , 当 一 个 平 
面 图 形 被 切 开 并 以 不 同方 式 重新 组 装 时 , 它 的 面积 不 变 .因此 数 
学 家 总 是 计算 三 角形 ,平行 四 边 形 和 和 其 他 简单 形状 的 面积 . 


AN 


这 里 有 一 种 方法 把 一 个 三 角形 一 一 任意 三 角形 , 变 成 一 个 
平行 四 边 形 ., 面积 保持 不 变 , 只 是 被 重新 放置 而 已 . 


1 
' 


接着 平行 四 边 形 可 以 用 分 割 的 方法 变 成 矩形 ,这 里 ,在 一 端 


[56] 切 下 一 个 直角 三 角形 ,把 它 放 在 另 一 端 .原先 的 平行 四 边 形 与 新 
的 矩形 的 面积 相同 . 


要 想 对 如 下 郊 知 的 构 型 设计 出 一 些 变化 来 ,最 容易 的 方法 
依赖 于 变换 ,这 种 变换 只 留 下 基本 结构 . 


在 正方 形 的 每 个 顶点 长 出 同样 的 小 正方 形 ,这 个 正方 形 图 
案 的 所 有 对 称 性 保持 不 变 . 


这 些 正 方形 可 以 越 长 越 大 ,一 直到 它们 几乎 相遇 ,或 者 其 至 
重合 .对 称 性 仍然 保持 . 


更 微妙 的 、 放 藏 善 的 和 神秘 的 ,但 也 正 是 有 力 的 关系 在 多 面 
体 的 面 、 顶 点 和 核 的 数目 之 间 . 


数学 与 联 难 : 


这 里 是 一 个 立方 体 和 一 个 缺 角 的 立方 位. 立方 体 有 5 个 面 ， 
12 条 楼 和 8 个 顶点 ,楼 数 差不多 等 于 顶点 数 与 面 数 之 和 ;事实 
上 ,12+2=6+8. 

切 去 一 个 角 ,一 个 增加 的 面 出 现 了 ,还 增加 三 条 枝 和 两 个 项 
点 ,这 时 楼 数 仍 比 面 数 与 顶点 数 之 和 少 2; 15+2=7+ 10. 

这 个 差 2 也 是 不 变量 吗 ? 在 三 个 面相 交 处 切 去 一 个 角 的 确 
不 改变 它 . 1 个 多 出 的 面 和 2 个 多 出 的 顶点 精确 地 与 3 条 多 出 

[57] 的 楼 相 平衡 了 . 


把 一 个 面 分 成 两 个 又 怎么 样 呢 ? 棱 增 加 了 3 条 . 因为 由 新 
线 连接 的 楼 ,每 条 都 被 分 成 两 条 . 又 有 一 个 多 出 的 面 和 两 个 新 顶 
点 . 差 没有 变化 ! 


与 一 条 楼 乎 行 地 切 下 去 怎么 样 呢 ? 楼 增加 了 3 条 .多 出 1 
个 面 和 2 个 顶点 .还 是 没有 变化 1 

其 他 形状 怎么 样 呢 ? 四 面体 和 切 去 四 个 角 的 立方 体 非常 相 
像 .事实 上 它 就 是 一 个 四 个 角 完 全 失去 的 立方 体 .不 管 怎样 ,我 
们 来 数 一 数 . 


四 面体 有 6 条 楼 ,4 个 顶点 和 4 个 面 .被 数 还 是 少 2. 


切 掉 角 和 楼 ,或 者 分 割 面 似乎 都 对 差 没 有 影响 .那么 ,把 两 
个 立方 体 粘 在 一 起 又 怎么 样 呢 ? 


这 是 两 个 面对面 的 立方 体 .两 个 面 完全 消失 了 , 缆 着 这 两 个 
面 的 8 条 楼 和 8 个 顶点 已 经 减 为 4 条 楼 和 4 个 顶点 .现在 共有 
20 条 被 ,10 个 面 和 12 个 顶点 . 差 保持 不 变 , 也 许 这 并 不 令 人 惊 
讶 ,因为 反思 一 下 ,两 个 面 对 曾 的 立方 体 看 上 去 很 像 是 单个 的 立 
方位 , 它 有 四 个 面 ,每 个 被 分 割 成 两 部 分 ,而 我 们 已 经 知道 , 当 一 
个 面 被 分 成 两 个 时 所 发 生 的 事 . 

现在 我 们 已 经 考虑 过 所 有 可 能 性 了 吗 ? 绝 没 有 1! 假设 我 们 
仍 把 立方 体 粘 在 一 起 ,但 不 在 一 条 直线 上 . Ls8] 


这 8 个 立方 体 做 成 一 个 罗 ,我 们 希望 它 会 提供 一 些 新 东西 ， 
因为 当 这 个 立方 体 圈 完成 时 ,楼 , 面 和 顶点 失去 了 不 寻常 的 个 
数 .我 们 并 不 失望 ,这 个 方 的 面包 图 有 32 个 曾 ,32 个 顶点 和 64 
条 楼. 搂 数 不 缺少 ,并 且 “ 面 数 + 顶点 数 - 棱 数 "的 值 对 所 有 客 面 
体 不 是 不 变量 .至 少 它 有 两 个 秆 2 与 0. 


这 些 是 仅 有 的 可 能 性 吗 ? 一 旦 一 个 诀窍 奏效 ,总 会 吸引 你 
再 试 一 下 .这 个 多 面体 穿 有 两 个 洞 ,“ 面 数 + 顶点 数 - 棱 数 "是 多 
少 ? 

问题 
1. 


RM i a 


似乎 是 非常 明显 的 ,好 果 你 面 一 条 封闭 蜂 线 ,如 图 所 示 ， 
那么 ,无 论 你 怎样 画 , 这 曲线 总 把 平面 分 成 两 个 部 分 ,内 部 和 
外 部 . 试 找 一 个 曲面 ,对 这 种 曲面 上 述 结论 不 成 立 , 从 而 证 明 
这 不 是 所 有 曲面 的 特征 . [$91 
. 取 轿 的 一 段 ,将 两 个 端点 与 加 上 了 
任 一 点 ,如 了 点 ,连接 起 来 .不 管 
了 点 怎样 选 ,所 得 的 图 形 有 一 个 
特别 的 性 昧 . 它 是 什么 ? 


Cc 


这 里 有 两 条 任意 选取 的 直线 .在 每 条 肥 线 上 任意 选取 三 
个 不 同 点 ,这 些 点 记 作 A,8B,C 和 P,0, 民 .每 个 点 都 与 男 一 
直线 上 的 两 个 不 正 对 著 它 的 点 相连 ， 

带好 的 疼 有 一 个 特性 , 它 与 原先 的 六 个 点 的 位 置 元 关 . 
这 特性 是 什么 ? 
， 什么 样 的 普通 运算 使 分 数值 保持 不 变 ? 
11123 58 13 21 34 55 89 144 233 377 
这 称 为 斐 波 那 契 (Fibonacei) 数 列 . 每 个 数 是 前 面 两 数 之 


和 .相继 两 项 的 比 很 快 地 越 来 越 接近 于 黄金 比 , 它 等 于 
1.618033,…， 


21 
13= 1.61538.…, 


377 
233= 1.618025… . 


当 数 列 从 一 对 不 同 的 数 ,例如 2 与 9, 开 始 时 : 
29 11 20 31 $1 
极限 比值 是 什么 ? 


A 8 


取 一 个 任意 三 角形 4BC ,从 4 点 向 BC 边 作 垂 线 . 
从 五 点 向 C4 边 , 从 CC 点 向 4B 边 作 类 似 的 线 , 称 为 高 . 
不 管 你 从 什么 样 的 三 角形 入 手 , 最 终 的 图 形 总 有 一 个 特殊 的 
[0] 性 质 . 它 是 什么 ? 
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当 三 角形 的 三 条 边 长 已 知 时 ,三 角形 的 每 个 性 质 , 除 位 置 

外 ,都 是 确定 的 .特别 地 , 它 的 面积 可 以 用 这 个 公式 计算 : 
面积 = sts -a)(s -Bb)(s -ec), 

这 里 a ,8 与 是 三 条 边 的 长 ,s 是 三 边 长 度 的 和 的 一 半 . 例 如 ， 
如 果 边 长 是 13 厘米 ,14 厘米 ,15 厘米 ,那么 ,它们 的 和 的 一 半 是 
21 厘米 ,而 面积 是 v221-137021-1472T 二 15)7， 即 
w(21x8x7x6) 或 84.( 这 是 罕见 情况 :三 角形 的 边 长 是 整数 ， 
面积 也 是 整数 .通常 面积 是 无 理 数 . ) 


这 个 公式 用 起 来 容易 ,并 且 正 如 人 们 期 望 的 , 它 是 均衡 的 ， 
在 公式 里 , 边 长 e,5 和 。 必然 是 对 称 的 .然而 ,第 一 个 因子 * 不 
太 对 称 的 . 为 什么 会 有 这 个 因子 呢 ? 

从 公式 入 手 来 回答 这 个 同 题 ,即使 不 是 不 可 能 的 ,也 是 极其 
困难 的 , 然而 ,从 另 一 个 甚至 更 漂亮 的 公式 容易 看 到 答案 ,这 个 
公式 是 印度 数学 家 婆罗 摩 茂密 (Brahmagupta,598? 一 660?) 发 
现 的 ， 

一 般 来 说 ,由 四 边 形 的 边 长 计算 它 的 面积 是 不 可 能 的 ,因为 
四 边 形 不 像 三 角形 , 它 本 来 就 不 是 刚性 的 , 当 边 互相 绕 着 转动 
时 ,面积 会 改变 . 

然而 ,要求 四 边 形 的 顶点 在 同一 个 男 上 ,我 们 就 能 固定 它 的 
形状 和 面积 .这 时 它 称 为 圆 内 接 四 边 形 ， 

婆罗 摩 茂 儿 公式 是 


面积 =y(s -aj(s ~ bs -es -dd), 


这 里 a,b,c 和 4d 是 四 条 边 的 长 度 ,而 ,如 前 所 述 ,是 边 长 和 的 
一 半 . 请 注意 现在 公式 是 完全 对 称 的 了 ,也 请 注意 这 个 公式 与 三 
角形 面积 公式 很 相像 .我 们 怎样 才能 把 一 个 “ 搬 到 " 另 一 个 上 去 
呢 ? 


LA NO 


答案 是 简单 的 .我们 把 三 角形 看 作 贺 内 接 四 边 形 的 一 个 特 
例 ,想象 四 边 形 的 一 条 边 越 变 越 短 , 直 到 “ 它 的 长 度 为 零 ”, 此 时 [62] 
贺 肉 接 四 边 形 变 成 三 角形 ,并 且 在 婆罗 摩 茂 多 的 公式 里 有 因子 
(s 一 中 有 即 s 出 现 了 ,由 于 圳 无 例外 地 ,任意 三 角形 的 三 个 顶点 都 
可 以 画 在 一 个 加 上 ,我 们 可 以 把 任意 三 角形 看 作 是 一 个 圆 内 接 
外 边 形 , 并 按 波 办 廉 蕊 多 公式 计算 它 的 面积 . 

把 三 角形 当 作 圆 内 接 四 边 形 的 思想 有 多 重要 ,有 多 少 用 处 ? 
在 多 数 情况 中 答案 是 毫 无 用 处 . 例如 , 托 勒 密 (Ptolemy) 定 理 说 ， 
在 任 一 圆 内 接 四 边 形 中 ,对 角 线 的 积 等 于 对 边 的 积 之 和 . 

托 勒 密 定 理 也 有 一 个 特例 ,就 是 一 条 边 的 长 度 是 零 .这 可 能 
告诉 我 们 一 些 有 关 任 意 三 角形 的 东西 ,是 什么 信息 呢 ? 想象 一 
条 边 的 长 减少 到 零 ,使 得 点 D 变 为 点 C ,DC 的 长 缩 碱 到 零 . 

结果 变 成 三 角形 4BC ,于 是 托 勒 审定 理 告 诉 我 们 , AC x 
BC = BC x AC. 儿 显然 ! 对 无 趣 ! 

婆罗 摩天 多 公式 和 托 勒 密 定理 ,应 用 到 三 角形 上 ,解释 了 两 


由 内 
D 
8 8 
a [a 
AT x BD = AB x CD + AP x BC 


种 极端 的 可 能 .婆罗 摩 莫 多 公式 的 特例 极其 有 效 , 极 其 有 用 ,而 
托 勒 密 定理 的 特例 是 平凡 的 ,可 笑 的 . 

当 用 使 长 度 为 零 ,或 使 两 点 重合 的 方法 来 产生 一 个 特例 时 ， 
总 存在 结果 平凡 的 危险 ,事实 上 ,或 早 或 迟 ,结果 必定 变 成 平凡 
的 ,因为 最 后 将 没有 点 或 线 留 下 以 做 出 有 趣 的 图 1 

圆 内 接 四 边 形 本 身 是 个 特例 ,但 有 很 大 好 处 . 它 的 顶点 都 在 
一 个 圆 上 这 个 附加 条 件 给 了 它 很 多 性 质 ,这 些 性 质 在 多 数 四 边 
形 里 是 完全 没有 的 .除了 诸 罗 摩 藉 多 和 托 勤 密 的 结果 ,例如 ,还 

[63] 有 在 第 一 章 里 讨论 过 的 对 角 的 性 质 与 这 个 图 的 特殊 性 质 : 


四 个 三 角形 中 ,每 一 个 都 有 一 个 内 切 圆 ,这 四 个 三 角形 是 由 
四 按 形 与 它 的 对 角 线 组 成 的 .四 个 圆心 组 成 一 个 矩形 ， 

这 寓意 似乎 是 ,在 数学 中 如 同 在 艺术 和 日 常生 活 中 一 样 , 太 
少 的 条 件 提供 太 少 的 结构 , 而 太 多 的 条 件 挤 出 所 有 有 趣 的 可 能 
性 1 


c Fe 8 
西 瓦 (Ceva) 定 理 说 ,如 果 在 任 一 三 角形 的 三 条 边 上 各 选 定 

一 个 点 ,使 得 

AY CX._ BZ 

YC*XB* 24 71° 
那么 ,三 条 线段 AX ,BY, C2 相交 于 一 点 . 当 开 ,YY 和 Z 是 各 边 
的 中 点 时 产生 一 个 非常 明显 的 特例 ,因为 这 时 三 个 比 都 是 1, 它 
们 的 积 也 是 1. 这 时 ,出 更 了 什么 定理 ? 这 就 是 三 角形 的 三 条 中 
线 交 于 一 点 的 巧 隶 的 定理 . 


当 每 条 边 分 成 其 他 两 条 边 的 比 时 ,这 个 特例 就 不 明显 了 .三 
个 比 的 积 允 是 1, 为 什么 这 也 有 意义 呢 ? 因为 如 果 辽 分 4 如 为 
比 4C:CB ,那么 CZ 是 平分 角 垃 的 直线 ,现在 西 瓦 定理 说 出 另 


一 个 熟悉 的 定理 , 即 三 角形 的 三 条 角 平 分 线 也 过 同一 点 .这 点 是 
[64] 三 角形 内 切 圆 的 圆心 . 


问题 
1, 


a 


这 是 一 个 不 同 的 圆 内 接 四 边 形 . 它 关 于 圆心 对 称 ,这 意 
昧 着 图 中 所 引 的 对 角 线 通过 圆心 .在 这 个 特例 中 关于 角 P 
和 可 以 做 出 什么 推断 ? 


C 


第 7 章 问 题 3 的 帕 普 斯 (Pappus) 定 理 , 从 一 对 直线 入 
一 一 oA 一 一 


4. 


手 .圆锥 截 线 包括 抛物 线 , 双 曲线 ,椭圆 和 圆 ( 它 基 椭圆 的 特 
例 ) ,作为 特例 ,也 包括 一 对 直线 . 

这 很 有 局 发 性 . 如 果 一 开始 6 个 点 就 被 选 在 任意 圆锥 截 
线 上 , 帕 普 斯 定理 还 成 立 吗 ? 


这 个 图 解释 了 七 辐 定 理 . 六 个 侦 , 每 个 都 与 两 侧 的 园 相 
切 并 与 内 图 相 切 于 4,8,0C,D,E 和 下 点 ,定理 说 线段 AD， 
BE 和 CF 交 于 一 点 . 

想象 一 下 ,在 外 面 的 圆 链 中 ,三 个 相间 的 贺 越 变 
越 大 -…… ;大 到 成 海 直线 ,而 为 了 给 它们 更 多 地 方 ,外 面 镜 下 
来 的 加 就 变 得 稍 小 些 .这 七 个 圆 仍 然 像 以 前 那样 彼此 相声 ， 

结果 是 什么 样 的 图 ? 什么 定理 ? 


[68] 


数学 与 联想 


在 第 65 章 中 讨论 过 的 拿破仑 定理 说 这 三 个 等 边 三 角形 
的 中 心 形成 第 四 个 等 边 三 角形 . 如 果 原 先 的 三 角形 48C 退 
化 为 一 条 线段 ,如 图 所 示 , 有 特 么 结论 ? 


四边形 的 两 个 顶点 称 至 重合 时 , 托 勒 密 定理 并 不 产生 有 
趣 的 结果 .如 果 它 们 简单 地 组 成 矩形 的 顶点 ,如 图 所 示 , 有 什 
人 么 结论 ? 


:第 8 章 将 例 


这 个 图 是 这 样 构造 出 来 的 , 先 画 两 个 有 阴影 的 三 角 
形 巴 ,以 它们 对 应 顶点 的 连 线 为 底 分 别 作 三 个 相似 三 角形 . 
于 是 ,这 三 个 三 角形 的 第 三 个 顶点 自动 形成 第 三 个 三 角形 ， 
它 与 库 先 的 有 阴影 的 三 角形 相似 ,问题 是 , 当 三 个 没有 阴影 
的 相似 三 角形 退化 成 线段 时 ,有 什么 结论 ? [66] 


QD ”这 两 个 三 角形 应 当 是 相似 的 ,一 一 详 者 注 


第 9 章 求 和 


1 张 卡片 41 分 成 42,43,44,45 和 46 各 种 尺寸 . 


mi 88 ny 


有 没有 可 能 把 一 串 无 限 延伸 下 去 的 数 加 起 来 ? 有 时 答案 是 
明显 的 “不 能 ”: 
1+2+3+4+5+6+7+8+9+ 10+11+ 12+13+-…… 
这 些 数 越 来 越 大 ,看 不 到 尽头 ,和 也 是 如 此 .如 果 数 越 来 越 
小 的 话 ,也 许 求 和 会 显得 较为 合理 ， 
1 1 1 1 1 
Tt4t+gt+16*+32+". 
这 有 差别 吗 ? 有 的 ,我 们 可 以 把 和 换 成 一 个 图 ,这 个 图 将 使 
差别 非常 清楚 . 


这 个 正方 形 是 怎样 构造 出 来 的 ? 我 们 从 一 个 空 正方 形 开 
始 , 它 表示 1. 然 后 我 们 填 上 一 半 , 留 下 另 一 半 是 空 的 . 


下 一 步 , 空 的 一 半 再 分 成 两 个 四 分 之 一 ,把 其 中 一 个 填 上 . 
然后 空 的 四 分 之 一 再 分 成 两 个 八 分 之 一 ,把 其 中 之 一 填 上 …… 
如 此 下 去 . 


这 个 过 程 能 够 永远 进行 下 去 
一 点 儿 想 象 力 . 
然而 ,起 象 和 无 穷 在 数学 中 可 能 是 不 可 靠 的 ,甚至 是 危险 的 
组 合 , 国 此 ,在 这 个 鲍 子 里 ,数学 家 研究 了 不 用 无 穷 的 概念 ,把 注 
意 力 集中 在 图 的 两 个 特征 上 去 公理 . [68] 
首先 ,不 管 休 把 多 少 片 填 进 正方 形 里 ,你 决 不 能 完全 填 上 ， 
因此, 这 个 正方 形 确实 不 会 洲 出 来 ， 
其 次 , 填 进去 足够 多 片 , 可 以 确实 地 越 来 超 接 近 你 所 希望 完 
全 填 成 的 "1" 这 个 正方 形 . 
这 两 个 条 件 足 以 让 数学 家 们 相信 ,他 们 确切 地 知道 ,不 依赖 
于 他 们 凝望 一 个 没有 尽头 的 “无 穷 " 远 处 的 想象 ,把 一 串 无 穷 前 
数 加 起 来 是 什么 意思 1! 


这 串 数 是 一 个 十 分 简单 的 范例 ;第 一 个 数 是 二 ,后 面 的 每 一 
个 数 是 前 一 个 数 的 一 半 ， 


下 一 个 级 数 是 类 似 的 .但 稿 复杂 一 点 : 它 以 子 开始 ,后 面 的 


每 一 个 数 是 前 一 个 数 的 二 : 
1 1 


广 + 训 + 让 + 剖 +205+ 机 
能 不 能 用 填 正 方形 的 相同 方法 求 它 的 和 呢 ? 
这 是 一 个 尝试 ,但 是 结果 远 没 有 我 们 的 前 一 个 那么 简单 , 那 
[69] 么 优雅 . 


然而 ,有 另 一 个 图 ,可 以 做 这 件 事 . 开始 时 画 一 个 长 条 ,再 把 


接 下 来 ,把 第 一 个 寺 涂 上 阴影 ,再 把 下 一 个 二 分 成 三 个 十 


I 


A 3 册 


然后 ,把 第 一 个 方 涂 上 阴影 ,再 把 中 间 的 翅 分 成 三 个 坦 ， 


如 此 下 去 ! 每 一 步 都 更 趋 近 于 一 六 的 标记 . 事实 上 ,我 们 可 
以 让 它 要 多 接近 就 多 接近 一 半 ; 而 决 不 会 超过 它 ,不 管 我 们 取 了 
许 儿 步 ,因为 我 们 总 是 先 把 左边 一 片 涂 上 阴影 ,这 一 片 在 长 条 中 
点 稍稍 靠 左边 一 点 .这 一 次 ,数学 家 们 满意 地 说 这 捉 无 限 长 的 数 


的 和 是 去 ， 
到 此 一 切 顺 利 , 但 是 还 有 ~- 点 儿 令 人 失望 的 是 不 同 的 问题 


必须 用 不 同 的 图 .是 不 是 需要 第 三 种 新 图 求 这 个 级 数 的 和 ? 
1, 1 ,1,1 ,1 


+16*+641256t+ 1024+ 


有 没有 一 般 的 范例 ,每 一 次 都 能 用 上 ? 有 ,第 二 个 级 数 的 求 ， 


和 就 是 很 强 的 暗示 .如 果 三 分 之 一 ,加 九 分 之 一 ,加 二 十 七 分 之 
ee 和 是 二 分 之 一 ,那么 ,三 分 之 二 加 九 分 之 二 加 二 十 七 分 之 
二 …… 和 应 该 是 一 ,这 时 ,确实 有 一 个 极 好 的 机 会 使 它们 可 以 填 
170] 满 正 方形 “1”， 
它们 就 这 么 做 了 .上 页 中 的 图 是 它们 做 成 的 简单 模型 . 


这 是 一 个 进步 ! 同样 的 范例 对 任 一 个 类 似 的 级 数 是 有 效 的 ， 
图 可 以 被 用 来 求 许多 其 他 种 类 的 级 数 的 和 ,用 一 点 巧妙 的 
心算 表明 下 面 这 个 级 数 的 和 数 是 100- 一 一 个 可 疑 的 整数 ; 
1+3+5+7+9+11+13+15+17+19. 
为 什么 ?下 图 提供 了 一 个 答案 : 


[71] 


人 


这 个 包含 许多 正方 形 的 10 乘 10 的 正方 形 , 被 分 成 上 形 小 
块 ,及 一 个 单个 正方 形 .把 它们 加 起 来 ,就 得 到 100. 
还 有 别 的 方法 来 计算 一 个 大 正方 形 中 的 小 正方 形 . 


六 


品 


如 果 沿 着 从 西南 到 东北 的 对 角 线 来 计算 方块 ,会 发 生 什 么 
呢 ? 为 了 按 对 角 线 计算 ,在 这 个 图 里 相同 的 方块 被 分 开 了 .这 产 
生 如 下 的 数 的 范例 : 

1+2+3+4+…+10+9+8+7+6+5+4+3+2+1. 

如 果 从 不 同 尺寸 的 正方 形 出 发 ,我 们 就 可 以 找 至 同一 类 型 


的 不 局 范例 .例如 想 一 想 会 发 生 什 么 ,我 们 就 可 以 信心 十 足 地 预 
言 级 数 


1i+2+3+4+…T+14+15+14+13+… 二 3+2+1 

的 和 . 

我 们 只 需要 做 一 下 计算 : 找 出 中 间 数 , 它 是 15, 然 后 自 羔 ; 
15 x 15 = 225 

[72] 了 呵 ! 数学 的 力量 ! 

问题 
1. 在 这 个 级 数 的 下 面 , 人 外 着 将 这 个 级 数 重 写 一 遍 . 借 助 这 一 方 

法 ,快速 地 算出 这 个 级 数 的 和 : 

0 


2 由 9%3 页 的 图 ,怎样 推出 和 计 + 十 + 二 + 直 +… 是 十? 
3， 怎样 将 89 的 因 人 两 部 分 .以 吕 示 信 娄 了， 工 ， 上 
的 和 是 ? 


4. 不 求 任 一 个 级 数 的 和 ,怎样 将 级 数 
1+2+3+4+5+4+3+2+1 
重新 排列 ,或 重新 分 组 ,以 显示 它 与 1+3+5+7+9 有 相同 
的 和 ? 
5， 遂 一 张 图 来 表示 级 数 1+8+16+24+32+ 物 的 和 . 


6， 怎 样 把 89 页 上 的 图 分 成 一 一 连 串 相似 的 形状 以 显示 于 + 施 + 
[73] 高 +… 的 和 是 1? 
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这 个 式 子 读 成 12 比 8 等 于 9 比 6. 现 代 的 小 学 生 会 把 同样 
的 事实 写成 这 样 :总 = 全 

它 也 能 反 过 来 写成 : 蕊 = 芋 或 12:9: :8:6. 

因而 亚 里 士 多 德 的 比喻 可 以 是 : 老 苍 比 傍 蜡 等 同 于 一 生 比 
一 天 . 

亚 蜂 士 多 德 称赞 比喻 并 把 好 的 比 喉 辣 谜语 (以 及 笑话 ?7 相 
比 , 理解 一 个 比 喉 就 是 解 一 个 谜语 .比喻 创造 出 新 的 含义 .因此 
比喻 能 用 来 给 还 没有 命名 的 事物 命名 .他 提供 了 一 个 有 名 的 谜 
语 作为 例子 : 


我 看 到 一 个 人 ,他 把 点 着 火 的 青铜 器 往 另 一 个 人 身上 贴 ， 


在 亚 里 士 多 德 的 希腊 没有 词语 用 来 描述 怎样 把 -一 个 用 于 伤 
者 的 ,加 热 的 青 钢 杯 贴 上 吸 住 伤 处 并 把 钥 拔 出 来 ,因此 字 * 贴 "被 
用 上 了 ,但 是 多 成 功 啊 ! 它 不 仅 表明 这 杯子 是 牢 定 地 贴 在 胎 肚 
上 ,而 县 也 意味 车 要 想 拉 开 它 是 十 分 困难 的 . 

亚 里 士 多 德 继续 说 ,这 种 比 吐 通过 它们 所 包含 的 新 信息 使 
我 们 理解 未 知 的 东西 ,只 要 它们 不 是 非常 明显 以 致 什么 内 容 也 
没有 ,或 者 非常 困难 和 含混 以 致 听 者 完全 不 得 要 领 . 

在 亚 里 士 多 德 后 两 千 煞 年 ,北美 印第安 人 用 了 一 打 以 上 的 
术语 用 比喻 的 方式 给 汽车 部 件 取 和 名字 , 毫 无 疑问 ,这 使 第 一 次 由 
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到 汽车 的 小 防 更 容易 者 懂 各 个 部 件 . 前 保险 杠 是 “ 袍 鸟 ", 这 词 的 
纯 外 的 意思 是 "下巴 和 蜂 " .前 轮 是 “ 枪 ",-- 个 意思 是 “ 手 和 胎 
有 租 ”. 后 轮 是 “ke” 即 脚 .前 灯 自 然 是 “inda" 即 眼睛 .汽车 的 引 敬 章 
是 "chee 即 典 子 ， 
他 们 也 看 汽车 的 内 部 .电线 是 “tsaws" 即 血管 .水 箱 管 是 
[9761“ehih” 即 肠子 ,而 汽油 箱 当 然 是 “pit" 即 明 . 


数学 家 也 用 比喻 给 无 名 的 东西 命名 ,指出 隐 莽 的 联系 ,帮助 
记忆 ,避免 采用 本 身 毫 无 意义 的 新 名 称 . 相 同 的 比喻 教 新 来 的 人 
把 数学 思想 与 以 前 的 经 验 联 系 起 来 . 


EY 


翻 开 一 本 图 论 书 , 你 就 会 看 到 像 上 页 左边 那样 的 图 形 . 那 种 
图 简称 为 树 ,奇怪 吧 ! 

右 图 不 大 像 树 ,因为 它 的 树枝 不 是 分 开 而 是 连接 和 交错 的 ， 
这 不 是 树 .数学 家 定义 树 是 一 个 图 ,没有 图 ,没有 环 , 央 而 一 棵 
树 , 它 的 树枝 不 相连 接 , 

数学 家 自然 地 谈论 他 们 的 树 .有 什么 比 把 分 支 说 成 树枝 ,或 
者 把 树 的 起 点 说 成 根 一 一 如 果 它 有 根 的 话 ,更 自然 呢 ? 某 些 数 
学 中 的 树 没 有 根 . 好 吧 ! 可 以 用 各 种 各 样 的 ……， 

许多 树 集中 在 一 起 叫 什 么 ? 是 的 ,你 犹 到 了 ,数学 家 把 树 的 
集合 电 作 森林 .数学 家 必须 到 此 为 止 吗 ? 当然 不 . 几 年 前 在 权威 
性 的 "皇家 协会 哲学 学 报 “ 上 有 两 篇 文章 ,标题 是 “矮小 树 的 周期 [77] 
性 森林 和 “最 大 桥 径 为 3 的 周期 性 森林 ”. 

“ 树 " 这 个 字 总 是 一 个 有 力 的 比喻 .我 们 可 以 谈论 我 们 所 有 
祖先 组 成 的 家 谱 树 .计算 机 也 有 祖先 , 那 是 与 今天 的 计算 机 有 关 
系 的 早期 计算 机 ,计算 机 系 树 已 经 发 表 了 , 它 展现 了 作为 Markl 
和 ENIAC 的 后 背 的 成 百 种 计算 机 .计算 机 系 树 有 分 支 , 像 家 谱 
树 一 样 . 

数学 家 不 是 总 能 为 他 们 的 新 概念 找到 作 上 比喻 的 日 常用 语 ， 
但 他 们 干 得 不 错 , 如 查 查 数学 词典 就 有 : 


偏差 ,绝对 ,影响 ,高 ,基底 , 辩 , 树 枝 , 载 体 , 链 , 特 征 , 设 
化 , 度 ,区 域 .楼 ,弹性 , 包 , 穷 举 , 面 ,忠实 的 , 族 ,纤维 ， 
域 , 滤 子 , 最 后 ,恰当 的 ,平坦 的 , 流 , 健 忘 的 ,形式 , 基 
础 ,框架 , 间 隐 , 芽 , 莫 体 的 , 粘 住 , 柄 ,遗传 ,不 可 分 ,内 
,区 间 , 岛 , 导 网 ,连接 ,联合 ,跳跃 , 核 ,消灭 ,梯子 ， 
:上 层 , 布 置 , 叶 , 升 ,装载 , 环 , 地 图 ,成 员 , 最 小 , 模 , 自 
邻 域 ,网 ,障碍 , 开 , 运 算 , 被 动 的 , 垂 足 , 刘 ,半岛 , 主 
6 ,后 ,排队 , 秩 ,区 域 ,正规 , 念 祥 ,剩余 , 环 , 撤 , 蒜 分 
, 率 , 切 ,转移 ,得 ,骨架 ,松弛 性 ,串联 ,容许 , 迹 , 套 ， 
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树 , 平 几 的 ,及 ,并 ,普遍 的 , 粗 的 ,消去 , 痰 ,网 , 模 , 权 ， 
轩 的 .D 


上 述 数 学 比喻 中 的 康 数 原文 即使 木 是 已 经 废弃 了 ,实际 上 
也 正在 庶 弃 .这 就 是 说 ,使 用 它们 的 专业 人 员 并 不 有 意识 地 想到 
它们 原来 的 含义 . 

其 他 的 一 些 比喻 只 是 在 必要 时 才 用 ,也 许 只 有 定 于 想象 力 
的 教师 和 作者 用 ,它们 决 不 会 成 为 标准 术语 .“ 颜 色 ” 这 个 词 不 在 
上 面 列 的 表 内 ,但 常用 它 使 问题 的 表述 更 加 清晰 ,有 时 也 用 在 问 
题 的 解答 中 . 

有 一 次 布 曾 诺 : 布 鲁 光 斯 (Bruno Brooks) 在 无 线 电 一 台 向 他 
的 听众 提出 这 个 问题 : ”如果 所 有 偶数 是 蓝 色 的 ,所 有 奇数 是 红 
色 的 ,把 蓝 色 与 红色 相 加 该 是 什么 颜色 ?" 颜 色 这 词 用 得 多 么 高 
明 ! 

唐纳德 .纽曼 (Donald Newman) 在 一 本 书 里 给 大 学 生 提 出 这 
个 问题 :平面 上 的 各 点 被 涂 上 红 黄 或 蓝 色 .证 明 存 在 两 个 颜色 
相同 的 点 ,它们 相距 一 个 单位 , ”如果 组 总 想 完全 按照 惯例 ,他 可 
以 这 么 开始 :平面 上 的 点 被 分 成 互 不 相交 的 三 个 集 ……: " 凶 么 
乏 上 ! 

用 "骨架 "这 个 词 表示 “结构 "是 一 个 比喻 . 它 被 选 来 沟通 通 


只 ”相应 的 英文 单词 分 别 为 : aberration absolute afeet altitmde base box braid 
braneh carrier chain character degenerale degree domain edge elastic envelope 
exhaustion face faithfo] family fibre field filter fina] fitting flat flow forgetlul form 
foundation frame gap germ globa] gluing handle hereditary inseparable interior 
interval island jet join joint jwinp kemel killing Jadder lattice Jayer Jayout leaf li 让 
lomding loop map member minor model natural neighbourhood net obatmeton 
open operator passive pedal pencil Peninsula pivot uality queue rank region reg- 
ular replica residue Ting root saddle separation sheaf shear shift sieve skeleton 
slackness landem toleranee tooth trace trap tree trivia] umbilical union universal 
vague vanishing variety web wedge weight wild 
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常理 解 的 结构 思想 (支撑 身体 的 骨骼 ,现代 摩天 大 楼 的 混凝土 支 
柱 中 的 钢筋 ) 与 远 为 抽象 的 数学 思想 .墙纸 模式 常常 用 来 解释 骨 
架 与 结构 的 两 方面 的 含义 ， 
正 是 “ 同 构 的 "和 “比喻 "这 两 个 洞 可 以 被 解释 为 同 构 的 , 互 
相 成 比喻 的 , 悄 车 比喻 按 亚 里 士 多 德 的 意义 被 解释 为 比例 的 话 ，[78] 


当 数 学 家 说 这 两 个 结构 是 同 构 的 ,含义 就 是 在 它们 之 闻 有 
一 个 比例 关系 .这 个 关系 能 用 这 种 说 法 来 描述 , “偶数 比 正 数 等 
同 于 奇数 比 负 数 等 同 于 加 法 比 莱 法 ”. 取 (至 少 ) 两 个 比例 来 描述 
这 个 关系 说 明 它 的 复杂 性 ,这 种 复杂 性 在 数学 中 非常 容易 出 现 . 

类 似 的 复杂 性 出 现在 谚语 里 ,譬如 * 浓 石 不 生 若 ,转行 不 成 
材 ” .实际 上 , 听 者 必须 懂得 “石头 比 人 等 同 于 滚动 比 不 断 地 移动 
等 同 于 癌 萝 比 ( 说 话 的 人 或 上 下 文 提供 的 任何 内 容 )”. 

没有 上 下 文 ， 音 奏 " 的 解释 是 十 分 含糊 的 ,这 在 文学 作品 和 
日 常生 活 中 是 典型 的 ,正如 亚 里 士 多 德 建议 的 那样 ,日 常 语言 和 
文艺 ,使 用 比喻 和 其 他 修辞 手段 ,创造 新 的 含义 ,去 教 人 ,去 交流 
(并 不 总 是 成 功 的 ). 藏 在 下 面 的 结构 仅 是 达到 吴 的 的 一 -种 手段 . 

数学 家 被 藏 在 下 面 的 结构 本 身 强烈 地 吸引 住 .为 了 把 结构 
乔 得 更 清楚 ,他们 常常 摆脱 原先 的 内 容 .给 一 张 墙 纸 ,一块 地 毯 
或 者 一 段 窗帘 布 ,数学 家 会 透 过 花 .螺纹 .装饰 图 案 ,看 出 隐藏 的 
模式 . 

当日 常 的 线索 被 剥 去 人 时, 烧 学 络 宫 咏 得 与 全 祷 天 甘 , 这 是 不 
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足 为 奇 的 . 同样 不 足 为 坷 的 是 由 于 这 些 结构 和 隐藏 的 联系 随处 
可 网, 同一 个 抽象 数学 后 来 能 用 许多 不 同方 法 充实 它 的 含义 ,就 
[79] 像 在 骨架 上 构筑 雕像 一 样 . 
问题 
1. “两 个 数 的 积 比 其 中 一 数 , 等 同 于 矩形 面积 比 它 的 边 长 . "对 
不 对 ? 
2. 


“规则 “端点 数 加 分 支点 数 等 于 边 数 加 1’ 比 树 ,等同 于 
欧 拉 关系 ' 顶 点 数 加 区 域 数 等 于 边 数 吉 2’ 比 平面 图 .” 对 不 
对 ? 


3. 数 对 ,如 (1,5) 与 (49,3) ,可 以 相 加 ,方法 是 把 它们 的 两 部 分 分 
开 简 单 地 相 加 ,如 :(1,5)+(9,3)= (1+9,5+3)=(10,8). 
数 对 也 可 以 表示 在 图 上 : 


在 这 个 图 上 , 数 对 的 两 部 分 分 开 相 加 的 加 法 ,几何 上 与 什 
么 等 价 ? 
4. 第 = 个 三 角形 数 的 公式 是 广 n(n + 1) -第 n 个 平方 数 当然 


是 n?, 第 n 个 五 边 形 数 的 公式 是 二 (3n2- nm). 


[308] 
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ET 


完成 比例 关系 :“ 志 n(n + 1) 比 三 角形 数 , 等 同 于 n? 雍 


平方 数 ,等 同 于 才 (3n?- n) 比 五 边 形 数 ,等 同 于 …… 比 六 边 
形 数 .” 

5， 毫 不 足 怪 ,有 根 的 树 是 一 标 树 ,有 一个 端点 作为 根 .如 下 面 这 
些 是 分 别 有 1,2 和 3 条 边 的 树 . 


TV 


怎样 把 有 1,2,3,4,… 条 边 的 不 同 的 有 根 的 树 的 个 数 ， 
与 如 图 所 示 的 肥皂 泡 的 排列 数 相 比较 ? 


O OOO: 


6 完成 这 个 比例 关系 ;: “两 个 数 的 平均 值 比 这 两 个 数 等 同 于 
we 比 这 两 个 数 在 刻度 尺 或 坐标 轴 上 的 位 置 .” 
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鹦 鸥 螺 贝 壳 断面 图 [82] 


— WN = 


我 们 可 以 把 这 条 螺 线 想象 为 一 只 甲虫 的 私 行 路 径 , 它 越 来 
越 频繁 地 向 左 转 . 直 观 上 看 ,这 甲虫 似 平 要 去 某 个 地 方 , 它 正 卜 
向 某 个 中 心 , 很 自然 地 ,我 们 称 这 点 为 螺 线 的 极限 ,或 极限 点 . 按 
照 第 9 章 的 例子 ,我 们 寻找 一 个 点 , 螺 线 越 来 越 靠近 这 个 点 , 事 
实 上 ,我 们 能 证 它 要 多 接近 就 多 接近 这 个 点 . 


可 以 由 多 种 途径 找到 这 个 螺 线 的 极限 点 ,这 依赖 于 我 们 怎 
样 去 “看 ”这 条 螺 线 .例如 ,把 前 两 次 运动 合 在 一 起 , 即 用 一 个 直 
线 运 动 来 代 蔡 ， 

现在 来 看 下 两 次 运动 , 仍 用 坦 线 代 替 它 们 . 
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A [83] 
将 两 次 运动 看 作 一 个 ,整个 运动 就 大 大 地 简化 了 .成 为 在 同 

一 个 对 角 线 方向 上 简单 地 有 息 来 算 去 .这 个 对 角 线 运动 的 总 和 是 

什么 ? 将 从 4 到 C 的 第 一 个 运动 作为 1 个 长 度 单位 . 往 茵 息 的 


运动 是 这 个 单位 的 也 ,再 下 一 个 运动 向 前 是 前 一 个 的 十 ,如 此 下 


把 4C 算 作 1 个 单位 , 沿 对 角 线 的 整个 运动 是 : 
1 1 1 
1 4+16-64+"" 
用 第 9 章 方法 可 以 得 出 这 个 无 穷 级 数 的 和 数 ,结果 是 所 .所 


以 这 条 螺 线 的 极限 点 显然 在 从 4 到 C 的 路 程 的 处， 

假如 我 们 不 满足 于 用 这 种 几何 和 算术 相 混合 的 方法 求 极限 
点 ,而 是 希望 仅 用 几何 方法 去 求 .这 也 可 以 做 到 .已 经 济 楚 极限 
点 就 在 直线 4C 上 的 某 处 ,假定 甲虫 从 B 点 而 不 是 A 点 开始 它 
的 行程 ,极限 点 完全 不 变 . 如 果 将 从 BB 点 开始 的 运动 成 对 地 考 
虑 ,第 一 个 运动 直接 从 8 到 D, 然 后 经 过 完全 相同 的 讨论 ,我 们 


得 出 极限 点 在 直线 BD 上 . 
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或 者 假定 螺 线 从 C 点 开始 .极限 点 不 动 ,并 且 我 们 看 到 它 
必 在 CE 上 的 某 处 , CE 是 我 们 第 一 次 构造 的 线 中 的 一 段 . 因 
此 ,我 们 可 以 得 出 ,直线 4C ,8D ,CE ,等 等 ,都 通过 同一 点 , 它 必 
定 是 极限 点 .实际 作 图 并 连接 这 些 点 从 实验 方面 证 实 确实 是 这 
样 的 . 


MP 


x 
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还 有 另外 一 种 方法 从 几何 上 考虑 螺 线 .想象 极限 点 是 已 知 
的 ,把 它 标 出 来 并 把 它 与 4,B 和 C 点 相连 接 . [84] 

现在 把 右 图 看 成 是 在 左 图 的 极限 点 上 扎 上 一 根 针 ,再 让 整 
个 图 转 过 一 个 直角 ,并 将 大 小 减 半 所 得 的 结果 .4B 自然 变 成 了 
BC ,BC 变 成 CD， 

各 个 三 角形 怎么 样 呢 ? 每 个 三 角形 的 大 小 是 前 一 个 三 角形 
的 一 半 ,并 且 转 过 一 个 直角 . 于 是 这 样 来 求 根 限 点 : 求 一 点 于 ,使 
三 角形 AXB 相似 于 三 角形 BXC .最 后 的 问题 可 以 仅 用 几何 方法 
加 以 和 解决. (事实 上 ,由 于 ABC 是 直角 ,三 是 吾 到 4C 边 的 垂 线 
的 垂 足 .) 

然而 ,几何 方法 可 能 不 合 你 的 意 . 也 许 你 更 喜欢 用 算术 方法 
解决 问题 ? 这 也 是 可 能 的 ,我 们 回 到 原先 的 图 ,并 分 别 考 虑 水 平 
运动 和 竖 直 运动 . 


L 
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这 些 水 平 运动 是 向 右 1 个 单位 ,再 退 疝 左 二 个 单位 ,向 右 去 
个 单位 ,如 此 继续 下 去 ， 
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这 是 一 个 已 经 求 过 和 的 级 数 . 它 的 极限 是 所 ， 
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[35] 


竖 直 运动 怎么 拌 呢 ? 它们 是 
1 1 1 1 


二 -8+ 闻 18+ 
这 个 级 数 的 每 一 项 正好 是 前 面 那 个 级 数 的 对 应 项 的 一 半 ， 
因此 ,这 个 级 数 的 极限 只 能 是 所 


把 这 两 个 级 数 重新 放 在 一 起 ,得 出 极限 点 是 向 右 所 ,向 上 
2 
2. 


许多 其 他 的 螺 线 可 以 用 同样 方法 去 研究 .这 章 卷 首 的 插图 
是 一 个 鹦 殉 螺 贝 壳 , 它 的 螺 线 与 韭 波 那 契 数 有 关 . 财 冲 螺 线 的 一 
个 好 的 近似 可 以 按照 下 图 画 成 ， 
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最 初 的 矩形 差不多 怡 好 是 1x 1. 618 单位 .这 个 矩形 是 特殊 
的 ,因为 从 它 的 一 端 切 去 一 个 正方 形 , 贸 下 来 的 矩形 与 最 初 的 抵 
形 形 状 相同 . 于 是 ,可 以 再 切 下 另 一 个 正方 形 ……, 依 此 类 推 

现在 用 贺 规 在 每 一 个 正方 形 内 画 二 的 加 ,组 成 的 螺 线 是 不 


完全 的 ,但 它 是 跟 菇 螺 线 的 一 个 好 的 近似 . 它 的 中 心 在 哪里 ? 极 
限 点 在 哪里 ? 


如 图 连接 正方 形 螺 线 的 顶点 ,这 些 连 线 全 都 通过 螺 线 中 心 .[86] 
问题 
下 面 的 问题 都 与 这 个 闷 题 有 关 : 


| 站 


“两 张 相同 的 地 图 ,只 是 比例 尺 不 同 .把 -- 张 放 在 另 一 张 
上 面 ,如 图 所 示 . 在 大 地 图 上 存在 一 点 , 它 就 在 小 地 图 的 对 应 
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数学 与 蜂 矣 : 


点 的 正 上 方 .这 件 事 必定 是 真 的 吗 ? 
下 面 的 论证 中 哪 一 个 是 正确 的 ? 

1. 在 每 一 张 地 图 上 各 盖 一 张 方 格 纸 , 单 位 方 格 的 大 小 与 每 张 地 
图 的 比例 尺 成 比例 .两 张 方 格 纸 上 的 直线 完全 相同 地 标 上 
数 ,这 样 每 张 地 图 上 的 每 个 点 都 有 两 个 坐标 .然后 你 可 以 找 
到 那个 在 每 张 地 图 上 的 坐标 相同 的 点 ， 

2. 对 一 维 情形 , 跟 普 通 的 刻度 尺 一 祥 ,在 每 条 线段 上 标 上 数 . 显 
然 , 一 定 存在 一 个 点 , 标 有 相同 的 数 . 因为 短 的 线段 右 端 所 标 
的 数 比 长 的 线段 上 对 应 点 所 标的 数字 大 ,而 它 的 左 端 所 标的 
数 比 对 应 点 所 标的 数 小 . 


012345678910 
0 1 2 3 4 5 6 了 8 9 19 


由 于 两 条 线段 上 的 数 是 连续 变化 的 ,显然 ,在 中 间 某 个 
点 上 它们 将 相等 
同样 的 讨论 可 以 应 用 到 二 维 的 情形 . 
3. 不 一 定 有 一 对 相合 的 点 .因为 两 张 地 图 可 以 不 充分 重合 ,如 
下 图 所 示 ， 


和 伍 一 相合 的 点 必须 在 小 地 图 的 阴影 区 域内 ,而 它 与 大 地 
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圆 的 阴影 区 域 相对 应 ,两 者 完全 不 重 登 . {87] 


设想 有 比例 尽 更 小 的 第 三 张 地 图 ,将 它 放 在 小 地 图 上 
面 , 放 的 位 置 与 小 地 图 放 在 大 地 图 上 面 完 全 一 样 ……, 这 个 
过 程 不 断 重 复 , 那 么 ,最 初 的 两 张 地 图 相合 的 点 在 所 有 较 小 
的 地 图 上 也 都 相合 .当地 图 变 得 越 来 越 小 时 ,它们 将 趋 于 一 
个 点 ,这 个 点 就 是 极限 点 . 


A 8 


公共 点 ,如 果 它 果真 存在 的 话 ,应 与 小 地 图 的 顶点 及 大 

地 图 同样 的 顶点 有 个 同样 的 关系 .所 以 问题 就 简化 为 : 作 点 
,使 三 角形 4XB 与 三 角形 PXO 相似 ,三 点 就 是 所 求 的 点 ， 

看 ， 公 共 点 ,如 果 存 在 的 话 ,应 与 直线 4P ,PR 有 相同 的 关系 ,这 
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星 4P 是 大 地 图 的 一 部 分 ,而 PF 是 在 小 地 图 上 加 的 与 4P 
对 应 前 走 线 . 


各 


但 线 慨 4P 与 PF 基 一 条 螺 线 的 起 始 部 分 ,这 则 线 趋 于 
一 个 极限 点 ,这 极限 点 将 是 两 张 地 图 的 公共 点 . 
[88] 所 以 只 吉 要 求 出 这 条 电线 的 祖 限 点 寻 可 . 
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这 个 抱 形 是 用 一 组 正方 形 画 出 来 的 ,确保 它 的 角 全 是 直角 ， 
这 一 个 特征 就 充分 保证 它 的 确 是 一 个 矩形 而 不 是 什么 别 的 图 
形 . 

然而 ,矩形 还 有 许多 其 他 性 质 , 例如 ,它们 的 对 边 总 是 相等 
且 平 行 ,它们 的 两 条 对 角 线 也 相等 ,并 且 对 角 线 的 交点 到 每 个 顶 
点 的 距离 都 相等 

这 些 事实 可 以 用 几何 来 证 ,这 种 几何 可 见于 欧 几 里 得 的 两 
千年 前 的 教科 书 ( 称 为 “原本 ”). 然而 ,说 来 令 人 惊奇 ,它们 也 可 
以 通过 先 把 矩形 译 成 数 一 一 或 更 确切 地 说 是 一 对 数 一 一 来 证 
明 . 事 实 上 ,任何 关于 几何 图 形 的 距离 、 角 、 面 积 的 陈述 完全 都 能 
地 译 成 关于 数 的 陈述 .在 传统 几何 与 数 对 的 性 质 之 间 存 在 一 种 
完全 的 同 构 ,或 者 说 一 种 比喻 ,只 要 作 熏 译 用 的 “字典 ”能 被 读 懂 
就 行 ， 
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第 一 步 是 把 一 张 方 格 纸 放 在 我 们 希望 加 以 研究 的 几何 图 形 
上 面 ,就 像 经 线 与 纬 线 的 网 盖 住 地 图 一 样 ,正如 经 纬 网 给 地 图 的 
每 一 点 一 个 地 理 坐 标 , 现 在 矩形 的 每 一 点 也 可 以 由 一 对 数 来 措 
述 .简单 地 从 打上 黑 点 的 地 方 开始 ,这 点 称 为 原点 ,然后 向 右 数 ， 
向 上 数 ,一直 数 到 被 描述 的 点 为 止 ， 


TT 
FN 
-1 

ri 


矩形 的 左下 角 离 原点 4 右 2 上 , 它 就 被 写成 点 (4,2). 其 余 
三 个 角 如 下 图 所 示 : 


[%0] 


[B012. 8) 


现在 我 们 可 以 开始 往 字 典 里 填写 了 ,这 字典 把 每 一 个 几何 
性 质 翻译 成 数 的 性 质 , 并 且 立 刻 显示 出 这 个 方法 是 多 么 强 有 力 . 
在 几何 图 形 中 , 边 48 与 DC 相等 ,并 且 互 相 平 行 ， 
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这 两 个 事实 可 以 放 在 一 起 用 这 样 的 说 法 来 描述 ;从 点 A(4， 
2) 到 点 B(12,8) 是 8 右 6 上 ,而 从 点 DD 到 点 C 也 是 8 右 6 上 ， 


D4 与 CB 也 互相 平行 ,并 且 相 等 .这 些 性 质 的 翻译 是 ,从 点 

妨 到 点 4 是 3 右 4 下 ,而 从 点 C 到 点 吾 也 是 3 右 4 下 .为 了 强 

调 这 种 翻译 是 多 么 一 般 , 这 图 显示 几 个 具有 这 种 性 质 的 点 对 ,并 
[91] 足以 确认 ,它们 的 连 线 都 是 平行 县 相等 的 . 
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那么 ,矩形 的 角 为 直角 怎么 证 呢 ? 这 也 容易 用 同样 的 语言 
来 解释 ,只 是 稍微 复杂 一 点 , 列 与 4B 成 直角 ,从 点 D 到 点 4 
是 3 右 4 下 ,从 点 4 到 点 BB 是 6 上 $8 右 .“ 右 下 ” 换 成 * 上 右 ”, 数 
沅 了 一 香 ， 

把 二 上 换 成 下 右 并 保持 数 成 比例 必 产 生 一 个 直角 ， 

怎样 把 线段 的 中 点 翻译 成 数 呢 ?这 很 篇 单 ,点 (4,2) 与 点 


(9,12) 的 中 点 是 什么 数 呢 ? 4 与 9 之 间 的 一 半 是 6 方 ,2 与 12 
之 间 的 一 半 是 7.4 与 C 的 中 点 是 6 二 ,7) 


哪里 是 及 (12;,8) 与 D(1,6) 的 中 点 ?1 与 12 之 间 的 一 半 是 


6 方 ,6 与 8 之 间 的 一 半 是 7, 所 以 这 中 点 也 是 | 6 二 ,7 .这 两 个 
中 点 是 则 一 个 不 足 为 奇 ! 

关于 平行 线 、 直 角 和 中 点 说 了 很 多 ,距离 呢 ? 难道 在 几何 
中 ,距离 不 是 基本 的 吗 ? 实际 上 是 的 . 不 是 为 奇 ,请 记 住 我 们 正 
用 成 直角 的 直线 所 成 的 方 格 ,并 用 所 有 几何 定理 中 最 古老 .最 传 
统 的 一 个 把 它们 翻译 成 数 对 的 语言 ,这 个 定理 远 在 毕 达 哥 拉 斯 


发 现 之 前 即 为 巴比伦 人 所 热 知 . [92] 
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这 里 有 和 上 窍 形 的 底 边 ,把 它 看 成 一 个 直角 三 角形 的 斜 边 , 即 最 
长 的 边 . 按 照 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 
AB?= AX?+ 5? 或 4B2= 包 + 全 = 100， 
所 以 4B = 10 单位 ， 


| 


| 
出 
| 


DC 是 同样 长 吗 ? 在 这 个 直角 三 角形 里 ， 
DC?= DY?+ YC= 8 +0 =100, 
所 以 DC 也 等 于 10 个 单位 .现在 我 们 可 以 看 出 为 什么 每 一 个 8 
右 6 上 的 移动 产生 相等 线段 而 不 管 我 们 从 那里 算 起 ,每 一 个 这 
种 移动 是 同样 大 小 的 直角 三 角形 的 最 长 的 边 ,这 些 内 容 组 合 得 
多 么 漂亮 ! 
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我 们 再 加 一 个 内 容 . 怎样 计算 矩形 面积 ? 最 长 边 是 1 个 单 
位 而 较 短 边 是 5 个 单位 ,所 以 面积 是 10 x5= 50. 然 而 ,我 们 并 
不 需要 搞 得 这 人 么 麻烦 ,特别 是 不 需要 计算 边 长 .只 要 看 一 下 描述 
边 的 移动 "8 右 6 上 "以 及 “3 前 4 下 ”并 算出 
8x4+6x3=32+18= 50. 
真是 妙 不 可 育 ! [93] 
问题 


B(8, 14) 


Al2, 2) 


这 条 线 的 中 点 是 (5,8) ,在 点 4(2,2) 与 点 B(8,14) 一 半 


的 地 方 .怎样 计算 从 4 到 如 的 专 处 的 点 ? 从 到 4 的 二 处 
的 点 在 哪里 ? 
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2. 有 些 问 题 在 图 上 可 以 直接 解 出 ,可 是 用 数 来 解 就 难得 多 . 显 
然 以 上 各 点 都 在 一 条 直线 上 . 

点 (6,1),(16,7) 与 (21,10) 真 在 一 条 直线 上 吗 ? 不 画图 
怎样 检验 ? 

3. 这 五 个 点 除 一 个 外 在 一 条 直线 上 : 

(1,1) (4,3) (7,5) (10,8) {13,9) 
不 画图 , 哪 一 个 点 应 当 去 掉 ? 
4， 把 这 三 个 数 对 “加 起 来 " 求 它们 的 和 是 容易 的 ,例如 
( $5, 2) 
(9, 3) 
+( 7, 7) 
(21,12) 
然后 很 容易 用 3 去 “ 除 ” 这 个 和 以 求 得 原先 三 点 的 “ 平 
均 ";{21,12) 被 3 除 ,得 (7,4). 
这 个 算术 计算 的 几何 意义 是 什么 ? 

5。 先 求 三 个 点 中 两 个 的 “平均 ” ,能 和 否 求 出 三 个 点 的 “平均 ”? 例 
如 ,如 果 一 个 点 是 (3,8) ,而 另外 两 个 点 的 “平均 "是 (6,5) ,能 
计算 所 有 三 个 点 的 “平均 " 吗 ? 这 种 计算 的 几何 意义 是 什么 ? 

1. 点 (9,8), (6.11),(1,12) 和 (10,4) 在 同一 个 国 上 ,图 心 是 点 

[94] (2,4), 对 吗 ? 
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这 里 有 一 个 四 边 形 , 一 个 简单 的 几何 对 象 . 如 果 我 随意 地 
画 , 就 像 数学 家 们 常 敌 的 那样 ,连接 两 条 对 边 的 中 点 ,我 能 把 
标 为 四 边 形 的 中心”. 
然而 ,不 可 否认 ,这 个 图 看 上 去 不 很 对 称 . 如果 我 继续 随意 
一 125 一 


[9%6] 


地 画 ,连接 另外 一 对 边 的 中 点 ,也许 我 将 得 到 另 一 个 不 同 的 “中 


vy 


心 ， 

让 我 们 来 做 这 个 小 试验 . 令 人 惊奇 的 是 两 点 重合 .这 似乎 说 
明 这 个 四 边 形 仿佛 真 该 有 一 个 中 心 ,我 能 用 两 个 方法 作出 它 .为 
什么 会 是 这 样 呢 ? 我 怎么 能 看 出 必定 是 这 样 呢 ? 
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一 条 途径 是 利用 平行 性 ,一 点 几何 与 一 点 物理 (更 确切 地 
说 ,一 点 力学 ) 之 间 的 比喻 或 同 构 . 
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左边 基 一 条 有 中 点 的 线 , 右 边 是 两 个 相同 的 1 千克 的 重量 ， 
它们 用 一 根 细 村 相连 ,设想 细 杆 的 重量 可 和 扰 赂 不 计 , 然 而, 它 也 
有 一 个 中 点 ,我 可 以 用 针尖 在 中 点 处 使 哑铃 平衡 . 

由 于 我 们 忽略 了 细 杆 的 重量 ,于 在 针尖 上 的 重量 是 2 千克 . 

[97j 实际 上 , 那 女孩 能 够 感觉 到 的 正 像 单独 的 一 个 2 千克 重量 . 

现在 我 们 以 同样 方法 来 翻译 整个 四 边 形 。 四 个 顶点 变 成 四 
个 相同 的 重量 ， 用 四 根 轻 杆 连接 . 再 想 一 想 ， 让 它们 用 轻 的 注 
片 连接 ， 因 为 这 样 更 容易 想象 在 薄片 的 某 一 点 用 针尖 来 达到 
平衡 . 


平衡 点 在 哪里 ? 可 以 想象 在 各 个 不 同 点 上 做 试验 ,并 进行 
调整 直到 尽 囊 能 地 找到 一 个 没有 偏差 的 点 ,重量 被 支撑 住 ,不 在 
任何 方向 上 发 生 倾斜 .然后 我 可 以 把 手 放 开 ， 

由 平衡 物体 的 经 验 ,我 确信 只 存在 一 个 点 ,整个 玩意 儿 在 这 
一 点 达到 平衡 .但 是 这 个 点 在 哪里 呢 ? 一 想到 哑铃 ,我 就 能 “ 计 
算 " 这 个 点 的 位 置 . 

想象 左边 的 一 对 是 铃 , 它 就 等 同 于 在 互 点 放 一 个 2 千克 的 
重量 ,想象 右边 的 那 一 对 , 它 等 同 于 在 了 点 放 一 个 2 千克 的 重 
量 . 于 基 我 们 又 有 一 个 哑铃 ,但 它 是 原先 一 个 旺 铃 的 两 倍 重 . 它 
在 婴 里 达到 平衡 ? 自然 在 它 的 中 点 达到 平衡 ,在 那里 的 感觉 相 
当 于 单个 的 4 千克 的 重量 . 
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了 
C) 一 一 [98] 

第 二 种 配置 重量 的 方法 怎么 样 呢 ? 也 可 以 想象 将 上 曾 和 底 
下 的 那 两 对 各 用 单个 的 重量 来 代替 ,做 成 叉 一 个 两 售 重 的 哑铃 . 
它 在 了 点 达到 平衡 . 

第 二 种 解法 的 意义 是 和 什么? 我 们 已 经 知道 量 然 有 两 种 找 中 
心 的 方法 . 拿 三 铃 打 比 方 ,这 两 种 有 什么 差别 呢 ? 有 很 大 差别 ， 
因为 ,我 希望 我 们 已 经 同意 ,这 些 真实 的 重量 , 即 在 无 重量 的 薄 
片 的 角 上 的 哑铃 ,只 能 在 一 个 点 取得 平衡 .在 两 个 不 同 的 点 达到 
平衡 是 难以 置信 的 .这 与 所 有 我 们 对 真实 重 物 的 性 质 的 经 验 及 
直觉 牙 盾 .因此 ,确切 地 说 ,因为 我 们 已 经 考虑 到 真实 哑铃 的 真 
实 重量 ,我 们 就 可 以 确认 两 个 了 点 实际 上 就 是 同一 个 点 ,这 唯 
一 的 点 ,整个 玩意 儿 就 在 这 点 取得 平衡 

还 有 一 种 选择 在 等 着 我 们 .原先 的 四 边 形 是 平 的 画 在 纸 上 
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的 ,并 没有 瞳 示 说 它 可 以 是 一 个 三 维 的 四 边 形 . 然 而 我 们 并 没有 
利用 它 是 平面 的 这 个 事实 .我 们 所 用 的 论证 对 于 如 下 图 所 示 的 
三 维 的 四 边 形 全 都 有 效 . 


通过 想象 〈《 对 数学 家 而 言 是 非常 宝贵 的 想象 !1) 或 者 借助 
于 构造 一 个 真实 的 物理 模型 ， 像 以 前 那样 ， 我 们 能 准确 地 找到 
中 心 ， 有 多 少 种 方法 能 做 到 这 一 点 ? 答案 不 是 两 种 而 是 三 种 不 
同方 法 ， 


第 三 种 选择 哑铃 球 对 的 方法 与 选择 原先 四 边 形 的 对 角 线 相 
1991 对 应 ,这 是 以 前 我 们 忽略 的 一 种 可 能 性 . 


一 730 一 


7 


现在 把 三 种 想法 放 在 一 起 .现在 整个 图 是 四 个 重量 ,用 六 根 ， “六 
轻 杆 相连 接 . 把 它 看 成 一 个 三 楼 锥 , 即 四 面体 .现在 ,我 们 的 结论 
可 翻译 成 关于 任意 四 面体 的 定理 .这 难忘 的 结论 即 “ 连 接 四 面体 
对 边 中 点 的 三 条 线段 在 同 -- 点 互相 平分 ,” 
问题 
1, 


kg 3kg 


假定 两 个 相等 的 重量 相当 于 在 它们 之 间 的 中 点 放 上 它 
们 的 总 重量 ,它们 在 这 点 取得 平衡 .如 果 一 个 是 3 千克 重 , 另 
一 个 是 5 干 克 重 ,你 预测 它们 在 哪里 取得 平衡 ? 连接 它们 的 
杆 设 有 重量 ， 


一 137 一 


1 
给 出 问题 2 的 解答 之 后 ,将 3 个 1 千克 的 重 基 放 在 一 个 
LW6W1 三 角形 的 三 个 项 点 上 ,在 哪里 取得 平衡 ? 
4. 


两 个 点 (3,2) 和 (7,4) 已 经 标 在 图 上 ,如 果 在 这 两 点 放 相 
同 重 基 ,在 哪里 取得 平衡 ? 
在 点 (3,2),(7,4) 和 (2,6) 上 放 相 等 重量 ,在 哪里 取得 平 
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< 二 


这 是 一 根 又 长 又 重 的 均 邹 木 条 ,你 想 称 出 它 的 重量 .可 
是 你 只 有 一 个 小 弹 管 释 ,只 能 秤 几 千 克 重 ,此 外 有 一 把 刻度 
尺 和 一 个 坚 轩 的 攀 形 支承 . 仍 样 称 整 个 本 条 的 重量 ?〈 不 人 多 
许 你 把 木 条 切 成 小 块 1) 


这 个 天 平 放 在 栅 形 支承 上 ,支承 点 标记 为 0. 问 :9 千克 
重 与 2 千克 重 ,可 以 平衡 吗 ? [101] 
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如 果 一 种 语言 没有 不 确定 性 与 双重 含义 , 那 该 有 多 贫乏 ! 

针 平 淡 ! 多 无 妹 ! 幸好 所 有 语言 都 具有 意义 上 的 不 确定 性 , 特 

草 是 都 具有 比喻 .事实 上 ,许多 语言 学 家 相信 和 所 有 语言 在 本 质 上 

都 是 比喻 ,并且 语 育 的 增长 和 发 展 的 主要 来 源 是 由 比喻 所 产生 
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的 意义 上 的 扩张 . 

对 科学 家 而 言 ,这 几乎 是 自 相 示 盾 的 ,他 们 喜 欢 能 够 精确 地 
说 出 他 们 所 知道 的 东西 ,然而 ,他 们 的 新 思想 常常 在 用 新 方法 解 
释 他 们 所 知道 的 东西 时 出 现 . 或许 会 认为 数学 语言 一 定 真是 极 
其 精密 的 . 如 果 数 学 家 不 知道 他 们 在 谈 些 什么 , 谁 知 道 呢 ? 在 某 
种 意义 土 讲 , 这 是 真 的 .任何 一 个 数学 家 应 该 能 够 解释 他 或 地 用 
数学 语言 所 作 的 特殊 陈述 的 含义 ,并 且 这 种 解释 应 该 是 清晰 易 
懂 的 .同时 ,这 也 是 真 的 ,同一 个 陈述 可 以 作 各 种 解释 . [102] 

这 里 没有 艺 盾 .这 也 不 是 数学 的 弱点 .完全 相反 1 这 正 是 数 
学 的 一 大 优点 ,如 果 一 个 数学 陈述 永远 只 能 用 一 种 方式 来 解释 ， 
你 该 需要 多 少 个 陈述 啊 ! . 

每 一 种 陈述 只 供给 那么 一 点 直人 信息 ! 但 因为 它们 可 以 用 很 
多方 式 来 解释 ,所 以 它们 更 能 增加 知识 ,更 有 用 ,更 强 有 力 ， 


这 是 一 个 半径 为 1 的 普通 的 贺 . 正如 每 个 女孩 和 男孩 所 熟 
知 的 , 它 的 面积 由 公式 4 = xr? 给 出 . 这 意味 着 什么 呢 ? 一 种 非 
常 容易 而 且 实 际 的 意义 是 , 当 你 计算 加 面积 时 ,你 只 要 用 下 值 
乘 x 就 可 以 了 .由 于 x 近似 于 3.14, 半 径 的 平方 是 1, 这 加 的 面 
积 近 似 于 3.14x1=3.14 平 方 单位 . 

这 种 作为 公式 .作为 算法 的 解释 ,告诉 你 为 了 做 出 正确 计算 
必须 实施 哪些 步骤 一 当然 是 很 有 用 的 ,但 是 它 并 没有 说 明 公 
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式 为 什么 正确 .这 个 图 可 以 做 进一步 说 明 . 


左 图 是 一 个 圆 , 它 有 两 条 直径 ,还 有 一 个 正方 形 , 它 在 一 个 
象限 里 .正方 形 的 边 长 是 1 个 单位 ,因此 它 的 面积 也 是 1 个 平方 
单位 ,当然 贺 更 大 些 . 圆 比 正方 形 大 多 少 ? 

看 一 看 第 二 个 圆 , 也 有 一 个 正方 形 在 一 个 象限 里 , 这 个 圆 怎 
样 与 它 的 正方 形 作 比较 呢 ? 在 各 种 情况 里 , 比较 会 不 一 样 吗 ? 
如 果 在 第 一 个 图 里 , 圆 面 积 大 约 是 正方 形 面积 的 3 倍 ,那么 , 较 
小 圆 的 面积 是 不 是 也 大 约 是 较 小 正方 形 面积 的 3 悦 呢 ? 的 确 如 
此 .虽然 面积 的 绝对 数值 改变 了 ,它们 的 比 不 变 . 我们 可 以 把 这 
一 点 写成 比例 ; 


大 图 醒 积 :大 正方 形 面积 = 小 贺 面 积 :小 正方 形 面积 . 


假定 每 个 圆 的 面积 大 约 是 与 它 相 配 的 正方 形 面积 的 3 倍 ， 
[103] 事实 上 ,这 比 略 大 于 3, 它 是 个 称 为 x 的 数 ,近似 于 3,14159. 关 
于 一 般 的 阅 和 它 的 面积 ,这 种 观点 告诉 我 们 一 些 什 么 呢 ? 在 一 
个 象限 里 的 正方 形 ,面积 是 r?, 这 里 r+ 是 圆 的 半径 , 这 个 公式 告 
诉 我 们 圆 的 面积 是 正方 形 的 x 倍 .因为 所 有 回 的 面积 是 在 一 个 
象限 中 的 正方 形 的 面积 的 x 倍 ,因此 圆 面积 等 于 xr?， 
这 是 这 个 公式 的 一 种 解释 , 它 比 仅仅 说 成 是 算法 的 解释 讲 
出 了 更 多 的 道理 . 然而 , 它 不 是 唯一 的 解释 . 
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_ 田 是 


这 里 有 三 个 正方 形 .中 正方 形 的 高 与 宽 都 是 小 正方 形 的 两 
售 . 它 的 面积 是 小 正方 形 面积 的 2x2=4 倍 ,如 图 所 示 , 它 被 分 
成 4 个 小 正方 形 .大 正方 形 的 高 与 宽 都 是 小 正方 形 的 三 倍 , 它 的 
面积 是 小 正方 形 的 3x3=9 倍 .大 正方 形 的 宽度 也 蚌 中 正方 形 


的 1 和 倍 ,面积 是 中 正方 形 的 1 二 x 1 二 =2 才 倍 .作为 检验 , 注 
意 9=2 士 x4. 


当 一 个 图 按 某 个 因子 扩大 时 , 警 如 说 2.6( 保 持 它 的 形状 不 
变 ), 那 么 , 它 的 面积 按 同 一 个 因子 的 平方 扩大 ;2.6 = 6.76, 这 
是 一 般 规则 .第 1 章 问题 5 说 明了 同样 的 原理 . 


GCC 


圆 也 不 例外 .半径 为 2 的 圆 ,面积 是 22=4 乘 半径 为 1 的 圆 
面积 .半径 为 3 的 贺 则 是 9 乘 这 个 面积 ,半径 为 2.6 的 入 是 2.@ 
=6.76 乘 单位 贺 的 面积 . 与 前 面 的 解释 形成 对 照 ,现在 看 不 到 
正方 形 ,只 有 贺 了 .只 剩 下 一 个 困难 .我 们 需要 知道 单位 圆 的 面 
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积 . 那 基 多 少 呢 ? 对 了 ,单位 圆 的 面积 是 3.14159…, 央 此 ,半径 
汶 2 的 圆 曾 积 是 4x3.14159.…, 等 等 . 

在 第 一 种 解释 中 ,x 是 圆 与 正方 形 之 间 的 比 .在 第 二 种 解释 
中 , 它 本 身 就 是 面积 , 即 单位 立 的 面积 . 其 中 有 一 种 解释 不 “下 
确 ” ,不 "对 ” ,不 “真实 " 吗 ? 有 一 种 比 另 一 种 更 好 吗 ? 当然 不 ! 


[L104] 两 种 同样 好 ,仅仅 是 用 不 同 观点 看 同一 个 公式 而 已 . 


JUC 一 


还 可 以 用 第 三 种 观点 来 看 这 个 公式 ,xr? 可 以 写成 + x mr， 
它 可 以 表示 一 个 矩形 面积 ,这 个 矩形 的 一 个 方向 是 r 个 单位 长 ， 
另 一 个 方向 是 xr 个 单位 长 .这 样 看 有 意义 吗 ? 从 适当 的 观点 来 
看 有 意义 吗 ? 的 确 有 的 -卓越 的 希腊 数字 家 阿 基 米 德 第 一 个 试 
识 到 ,如 果 一 个 贺 被 分 成 许多 小 片 , 乔 分 蛋糕 给 许多 人 那样 , 那 
么 ,这 些小 片 可 以 重新 排列 ,近似 于 一 个 矩形 . 


9 wm 


切 出 的 小 片 越 多 ,每 块 小 片 越 接近 于 三 角形 ,重新 排列 的 图 
形 就 越 接近 于 和 盾 形 .这 和 矩形 有 多 高 ? 它 的 高 度 是 r, 即 圆 半径 .这 
短 形 有 多 长 ? 是 圆周 长 的 一 半 , 按 照 另 一 个 熟知 的 公式 , 即 2x x r 
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的 一 半 . 因 此 ,矩形 面积 是 r x rr = rr ,正如 所 期 望 的 那样 
每 种 观点 ,都留 下 些 事 设 有 作 解 释 . 在 第 一 种 观点 里 ,为 什 
么 阅 近 似 于 3.14159… 科 象限 里 画 的 正方 形 面 积 .在 第 二 种 观 
点 里 ,为 守 么 单位 贺 面 积 近 似 于 3.14159… 平 方 单位 ,在 第 三 种 
观点 里 ,为 什么 绕 阅 一 周 是 2xr 即 大 约 66.28318…. 为 什么 ? 那 
是 另 一 回 事 了 1! 
问题 
1， 这 些 问 题 中 , 哪 一 个 的 正确 答案 是 二 ? 
(a) 地 + 十 + 二 等 于 多 少 ? 
(b) 把 3 五 等 分 ,每 份 多 少 ? 
(ce) 3 是 5 的 多 少 售 ? 
(d) 3 的 二 是 多 少 ? 
2， 对 这 个 方程 
人 7 一 后 三 了 YY 
的 下 述 解 释 , 史 一 个 是 正确 的 ? 
(a)5x 是 6 与 2x 的 和 . 
(hb) 从 5x 城 少 到 2x 是 6. 
(esSx 与 6 的 差 是 2x， 
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[105] 


这 是 

(a) 四 面体 的 图 吗 ? 

《hh 4 个 点 与 把 它们 成 对 地 连接 起 来 的 6 条 线 吗 ? 

(ce) 两 个 有 一 条 公共 边 ,并 且 自 由 顶点 也 连接 起 来 的 三 
角形 吗 ? 


这 是 
(a) 由 两 种 尺寸 矩形 组 成 的 拼花 吗 ? 
《bj 由 完全 相同 的 矩形 组 成 的 拼花 ,其 中 每 一 行 在 水 平 
和 竖 直 方向 都 作 了 滑动 , 留 下 矩形 的 洞 ? 
5.。 陈述 “所 有 边 都 相等 ,所 有 角 都 是 直角 的 多 边 形 "定义 了 
(a) 正方 形 ? 
(b》 和 矩形 ? 
《e) 两 者 都 不 是 ? 
1 于 述 关 于 负数 的 解释 中 的 名 一 个 是 合理 的 ? 
(a) 按 顺 时 针 方向 测 出 来 的 角 是 正 的 , 按 递 时 针 方 向 测 
出 来 的 角 是 负 的 . 
(b) 资产 是 正 值 ,负债 是 负 值 . 
[106] (c) 零 上 温度 是 正 值 ,零下 温度 是 负 值 ， 
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第 15 章 相配 的 问题 


,erie re et ee, 


每 个 人 都 熟悉 机 器 , 如果 你 正确 地 按说 明 书 操作 ,机 器 制造 
者 保证 它 总 能 正常 运转 . 锁 的 铀 匙 是 非常 简单 的 例子 , 太 简 单 
了 ,几乎 不 项 要 说 明 书 . 稍 复杂 一 点 的 是 必须 转动 两 次 或 三 次 锁 
才能 打开 的 钥匙 ,对讲机 就 更 复杂 了 ,洗衣 机 是 男 一 种 高 水 平 的 
机 器 、 

图 书馆 的 计算 机 终端 还 要 来 得 复杂 , 它 可 以 让 你 发 现 书 是 
不 是 在 书架 上 ,哪些 书 你 可 以 往外 异 , 哪 些 书 已 经 过 期 了 .它们 
之 所 以 容易 操作 只 是 因为 荧屏 会 列 出 下 面 的 可 用 的 步骤 迅速 地 
为 用 户 服务 .虽然 说 明 书 写 得 特别 清晰 明确 ,只 要 按 顺 序 一 步 一 
步 操作 就 可 以 了 ,可 是 编制 的 模式 仍 令 未 受过 训练 的 人 心 揽 意 
乱 ， 

许多 数学 问题 可 以 用 同样 的 方式 解决 .下 面 的 方程 可 能 源 
自 于 物理 ,或 化 学 ,或 经 济 ,或 社会 科学 中 的 问题 ,或 来 自 于 纯 数 
学 问题 ,不 管 来源 如 何 ,都 可 以 用 同一 个 熟知 的 例 行 程序 , 称 为 
算法 ,容易 地 解 出 来 . 


10.749u — 1.44v =2, 
6.05u + 390.81p = 1 


2x +3y~5z= 7, 

4x - y+2z=10, 

7X+47+6z= 9; 
12e 一 = 了 .43， 
3a -13b +8d = 了 .50， 
86 -2d=7.91, 
4b -6c+3d=1.,59. 


对 数学 家 来 说 ,所 有 这 些 方程 组 基本 上 都 是 “同一 个 ". 在 各 
个 方程 组 里 字母 和 数 不 一 样 ,但 解法 实际 上 是 一 样 的 ,如 果 解 存 
在 的 话 , 计 算 机 很 快 就 能 算出 来 . 
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基本 


识别 这 些 方程 组 属于 同一 类 型 并 不 困难 . 只 要 找 一 个 简单 


模式 ,非常 像 找 炮制 这 两 首 五 行 打油诗 的 模式 ， 


蛛 的 腿 比 跳 重 的 匈 ， 

我 给 你 的 这 个 知识 是 免费 的 ， 
如 果 你 觉得 它 有 用 ， 

而 不 只 是 深奥 的 ， 

记 住 你 是 从 我 这 里 得 到 的 . 


我 整 天 在 河 边 溜 ， 

玩 儿 ,对 准 盖 摇 石 头 ， 

五 个 渔 贫 想 ， 

把 我 扔 到 水 里 头 ,我 忙 表示 ， 

十 分 感谢 五 位 了 ,我 还 得 继续 往 前 走 . 


发 现 一 首 诗 是 男 一 首 的 模仿 有 时 更 为 困难 ,但 不 在 下 面 的 
例子 里 .罗伯特 ' 怠 塞 了 是 一 位 严肃 诗人 ,但 驭 塞 的 格律 比 他 的 


感情 更 打动 刘易斯 ' 卡 洛 尔 .又 塞 的 诗 开头 与 结尾 如 下 ， 


“你 老 足 ,威廉 爸爸 ," 年 轻 和 大声 叫 ， 
“ 留 给 你 的 一 小 报头 发 是 灰白 色 ; 
你 精神 显 锋 ,威廉 爸 笃 ,亲切 的 老人 ， 
我 请 求 您 ,现在 就 告诉 我 原因 .” 


“我 很 快乐 ,年 轻 人 ,” 威 廉 爸 爸 回答 说 ， 


中 罗伯特 :又 塞 ( Rober Southey,1774 一 1843) ,英国 关 畔 泥 许 人 ,1813 年 被 封 
为 桂冠 诗人 ,主要 着 品 有 长 诗 《 克 哈 马 的 诅 吕 》 和 和歌 语 t 贝 克 莱 老 妇 》. 一 一 


译 者 广 
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潍 学 与 联想 


“让 我 的 话 引 起 你 的 注意 ; 
在 青年 的 岁月 我 夺 记 上 帝 ! 
他 所 没有 忘记 我 的 年 纪 .” 


刘易斯 * 卡 洛 尔 以 诗作 管 ， 


“你 老 啦 ,威廉 爸 和 从," 年 青 人 说 ， 
“你 的 头发 变 得 很 白 ; 

但 你 却 不 修 地 例 立 一 一 

你 以 为 ,在 你 的 年 纪 , 这 是 对 的 ?” 


“在 我 青年 的 岁月 , "威廉 爸 苞 回 营 他 的 孩子 ， 
“我 担心 那 会 伤害 我 的 脑子 ; 

但 是 ,现在 反正 没 脑子 ， 

玩 了 又 玩 也 不 碍 .” 


数学 中 ,许多 本 质 上 相同 的 问题 很 容易 认 出 来 ,因为 它 就 是 
这 么 简单 的 模型 .在 数学 的 应 用 中 ,大 多 数 普通 问题 都 属于 这 一 
类 ,相册 的 标准 类 型 一 再 出 现 ,相同 的 算法 用 来 解 它 们 .新 问题 
不 断 地 发 现 , 需 要 设计 新 算法 解 它 们 . 这 是 数学 力量 的 一 个 源 
泉 , 它 把 很 多 初 看 起 来 困难 的 问题 化 为 普通 练习 . 

然而 ,并 非 所 有 本 质 上 相同 的 间 题 初 看 就 是 这 样 , 它 们 的 相 
同 结构 可 能 隐藏 得 很 好 .例如 : 

[109] 问题 1: 在 这 个 图 里 有 多 少 个 三 骨 形 ? 

问题 2: 导演 从 2 个 女 演员 ,3 个 男 演员 和 4 个 儿童 中 选 一 
个 母亲 ,一 个 父亲 和 一 个 孩子 ,有 多 少 种 方法 ? 

这 两 个 疝 题 之 间 的 联系 明显 吗 ” 那么 ,让 我 们 先 解决 导演 
的 问题 ,采用 粗粮 却 有 效 的 方法 一 一 写 出 所 有 的 可 能 ， 

为 了 不 遗漏 任何 一 种 可 能 ,聪明 的 办 法 是 按照 简单 的 分 类 
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法 把 它们 列 成 一 个 表 ,所 以 让 我 们 首先 给 这 些 演 员 起 名 字 . 女 演 
员 叫 安妮 和 巴巴 拉 ; 男 演员 叫 查尔斯 , 戴 维 和 爱德华 ;儿童 叫 弗 
兰 克 ,乔治 ,海伦 和 简 . 只 用 第 一 个 字母 ,导演 的 可 能 选择 可 以 按 
如 下 次 序列 表 : 

ACF ACGE ACH ACT FF BCG BCH ECJ 

ADF ADGE ADH AD] BDF RDG BDH BD} 

AEF AEt AEH AE] BEF BEG BEH BE 

这 表 背 后 的 分 类 方法 是 十 分 简单 的 .如果 安 妮 是 母亲 ,那么 
男 演员 中 的 每 一 个 一 一 C ,Dp 和 EE 都 能 与 儿童 演员 中 的 任 一 个 
一 一 F,G, 昌 和 J 配合. 如果 巴巴 拉 是 母亲 ,重复 同一 个 模式 . 

导演 有 24 种 选择 ,这 个 数 是 这 样 算出 来 的 : 演 母亲 的 2 种 
选择 乘 以 演 父亲 的 3 种 选择 再 乘 以 演 儿 童 的 4 种 选择 ,得 出 全 
部 可 能 选择 的 总 数 是 2 x 3 x 4. 

数 三 角形 的 个 数 就 不 那么 简单 了 .但 稍 作 观 察 是 有 帮助 的 ， 
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因为 直线 分 成 互相 平行 的 三 组 ,我们 注意 到 , 任 一 个 三 角形 必须 
包括 4 条 底线 中 的 一 条 它 也 必须 包括 右边 两 条 直线 中 的 一 条 与 
左边 三 条 直线 中 的 一 条 . 

现在 比较 容易 数 了 ,但 当 我 们 数 的 时 候 , 还 没有 办 法 写 下 每 
个 三 角形 ,除非 给 直线 标 上 符号 .所 以 让 我 们 给 它们 取 上 名 字 . 


£ 
Pe 


全 工 Om 


A 
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选 给 直线 标 名 的 字母 就 是 导演 问题 中 人 名 的 开头 字母 ,这 
[1101 并 非 巧 合 .可 能 的 组 合 也 是 一 样 的: 
ACF 4CG ACH 4C1 BCF BCG BCH BCJ 
ADF 4DC ADH 4DJ BDF BDG BDH BDJ 
AEF AEG AEH AE] BEF BEG BEH BEJ 
现在 很 清楚 了 ,这 两 个 问题 本 质 上 是 一 样 的 ,尽管 它们 有 不 
同 的 外衣”! 
下 面 两 个 问题 ,虽然 形式 更 巧妙 一 点 ,但 仍然 是 同 构 的 . 
问题 1: 有 允 少 个 数 恰 好 等 于 它 的 三 个 不 同 因子 的 和 ? 
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问题 2: 把 1 拆 成 三 个 不 同 的 倒数 的 和 ,有 多 少 种 方法 ? 
想 想 第 一 个 问题 的 可 能 管 案 ,很 容易 指出 像 12,24 与 36 这 
样 一 些 数 ,每 一 个 都 有 很 多 因子 ,也 确实 能 表示 成 只 有 三 个 因子 
的 和 : 
12=6+4+2, 24=12+8+4, 36=18+12+6. 
与 此 形成 对 照 的 是 只 有 很 少 的 方法 可 以 把 1 表示 成 三 个 倒数 的 
和 ,因为 大 多 数 倒数 很 小 : 


1 = 1 


1 
了 + 人 + 本 
这 个 表示 是 不 许可 的 ,因为 倒数 必须 是 不 同 的 ,但 这 只 是 强调 并 
非 所 有 倒数 都 能 小 于 或 等 于 二, 因此 ,其 中 必 有 一 个 大 于 卫 . 于 
是 其 中 之 一 必定 是 十 ,由 于 
1= 二 + 二 + 
也 是 不 许可 的 , 仅 有 的 可 能 是 
1111 
2 3 6° 
这 个 倒数 问题 怎样 与 因子 和 的 问题 相 联 系 呢 ? 特别 地 ,这 
个 唯一 解 怎样 与 第 一 个 问题 的 许多 解 相符 合 呢 ? 
通过 用 数 去 除 “因子 "问题 中 的 解 ,可 以 看 出 这 两 个 问题 的 
答案 ,如 : 
26 4 22428 4 36 1 12 6 


12™ 121+121+12’ 24°724+234+34' 36-361+361 36: 
当 所 有 分 数 都 化 简 成 最 简 分 数 时 ,所 得 的 方程 总 是 “1 = 


广 + 广 + 洁 ” 把 这 个 想法 反 过 来 ,用 任何 一 个 能 被 2,3 或 6 整 


除 的 数 去 乘 数 1, 方 , 唐 或 二 ,我 们 就 能 得 到 第 一 个 问题 的 解 , 因 
为 这 样 留 下 的 和 只 有 整数 而 没有 因子 . 


一 i147 一 


什么 数 可 以 被 2,3 或 6 整除 ? 噢 ,它们 是 6 本 身 和 所 有 6 
的 倍数 .用 6 乘 给 出 第 一 个 问题 的 解 : 6=3+2+1, 用 12,24 和 
36 乘 给 出 已 经 列 出 的 解 ,处 于 它们 中 间 与 趋 于 无 穷 的 其 他 可 能 
倍数 是 18,30,42,48,54,… 这 个 无 穷 数列 的 每 一 项 ,都 有 效 地 


[ua] 隐藏 了 [= 二 + 寺 + 二 这 一 事实 . 


问题 
1. 


根据 HE- 村 登 尼 (H.E.Dudeney) 在 他 的 杂志 《数学 游 
戏 》 上 的 讨论 ,这 个 难题 是 瓜 拉 尼 (Guaripi) 在 1512 年 首先 提 
出 的 .问题 是 让 两 匹 安 马 与 两 匹 黑 马 以 尽 可 能 少 的 步 数 交 挤 
位 置 .所 有 马 都 按 国际 象棋 规则 走 棋 ,并 且 同 一 个 马 连 续 跳 
任意 次 只 算 一 步 . 

你 的 任务 稍 有 不 同 , 要 发 现 用 新 的 方法 来 看 这 个 难题 ， 
使 它 更 容易 解决 . 

2， 这 六 个 问题 是 真正 的 成 对 同 构 的 . 换 句 话说 , 解 出 其 中 三 个 ， 
你 就 能 解决 控 所 有 六 个 , 刁 若 你 懂得 哪些 问题 锌 此 等 价 的 
话 , 它 们 怎样 配对 ? 

(a) 00 
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四 个 二 进 制 数 00,01,10 和 11 可 以 排 成 这 个 圆周 序列 ， 
其 中 每 一 对 相 邻 数 , 有 一 对 相同 数字 ,一 对 不 同 数字 . 

有 多少 种 方法 可 以 把 这 人 个 二 进 制 数 ,000,001,010， 
011,100,101,110 与 111 排 成 类 似 的 圆周 序列 ,使 相 邻 的 每 
一 对 数 有 两 处 数字 相同 ”例如 ,010 和 011 可 以 相 邻 ,因为 
它们 都 有 相同 的 前 两 位 数字 ,但 是 001 与 100 必须 分 开 . 

tb) 解 二 次 方程 : 12+ 10= 101. 

(ce) 如 果 和 矩形 的 四 条 边 的 和 是 20, 它 的 最 大 面积 是 多 少 ? 

(d) 我 想到 两 个 数 ,它们 的 和 是 10, 积 也 是 10. 我 想 的 

数 是 什么 ? 
{e) 从 立方 体 的 一 个 顶点 出 发 ,每 一 个 其 他 顶点 恰好 走 
过 一 次 ,最 后 回 到 出 发 点 有 密 少 条 路 钱 ? 
(f) 两 数 的 和 是 10, 它 们 的 积 能 有 多 大 ? [112] 
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代数 可 以 看 作 是 谈论 数学 对 象 及 它们 的 性 质 的 语言 .有 一 
种 普通 数 的 代数 , 它 是 在 学 校 里 教 的 第 一 种 代数 .还 有 一 种 力 掌 
中 关于 力 的 代数 ,如 同 速 度 , 需 要 由 它们 的 大 小 及 方向 来 描述 . 
刀 有 一 种 代数 , 它 使 一 个 立方 体 可 以 从 一 个 方 盒子 里 取出 来 ,并 
再 放 同 去 . 令 人 惊奇 的 是 ,这 种 代数 不 是 浅薄 的 玩意 儿 ,相反 , 它 
往往 以 易于 察 破 的 伪装 出 现在 众多 的 场合 . 

其 至 还 有 谈论 其 他 代数 的 代数 .但 不 同 于 普通 语言 ,代数 有 
它 的 特殊 性 质 ,从 一 个 代数 陈述 出 发 ,用 一 系列 很 简单 的 运算 ， 
你 能 得 到 许多 东西 .如 果 开 始 的 陈述 是 真 的 ,那么 所 有 从 它 推出 
来 的 陈述 也 都 是 真 的 .这 是 一 个 发 现 新 真理 的 强 有 力 的 方法 ,万 
其 在 强调 代数 陈述 用 善 通 语言 说 出 来 的 时 候 ， 

许多 代数 语句 能 以 不 同方 式 来 "看 ”.“ 观 察 ”, “看透 ”和 “向 
前 看 ", “看 看 会 发 生 什 么 ”, 在 代数 中 正如 在 几何 中 ,或 在 数学 家 
常用 的 伴 有 几何 的 代数 中 一 样 重要 .动词 “看 "可 能 只 作为 一 种 
比喻 ,然而 它 描述 的 行为 却 是 真实 的 ,即使 在 代数 中 不 需要 或 者 
常常 没有 图 或 图 象 . 

为 了 正经 的 目的 ,或 者 作为 趣 蛛 的 谜 ,假定 我 们 希望 求 出 两 
个 普通 的 数 ,它们 的 和 是 10, 而 积 是 22. 在 代数 语言 里 ,我 们 可 
区 取 两 个 字母 来 代替 数 , 设 为 和 9 ,并 写 下 

p+g=10, Pq = 22. 
这 些 算式 没有 直接 告诉 我 们 这 些 数 是 什么 ,其 至 这 样 的 数 是 否 
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存在 也 不 知道 .现在 该 是 我 们 把 这 些 算 式 魔术 般 地 变换 成 不 同 


算式 的 机 会 了 .而 这 些 不 同 的 算式 将 解答 那些 方程 .我们 应 该 先 
做 什么 ? 这 正 是 困难 的 所 在 

正如 不 存在 告诉 我 们 怎样 考虑 几何 问题 的 规则 一 样 ,也 不 
存在 告诉 我 们 在 代数 游戏 中 该 走 哪 一 步 的 规则 . 跟 下 祺 的 人 一 
样 ,我 们 必须 依赖 基于 过 去 经 验 的 混合 判断 ,并 向 前 看 一 看 来 决 
定 最 好 的 步骤 .然而 又 不 同 于 下 棋 的 人 ,我 们 不 用 计时 ,所 以 没 
有 时 间 限 制 的 麻烦 ,甚至 还 有 更 大 的 优越 性 ,我 们 要 收回 多 少 步 
就 可 以 收回 多 少 步 ,而 当 我 们 愿意 的 时 候 又 可 以 重新 开始 . 

一 种 想法 是 把 关于 两 个 数 的 两 个 算式 转换 成 关于 一 个 数 的 
一 个 算式 ,希望 这 样 做 将 会 直接 告诉 我 们 那个 数 是 什么 .这 可 以 
由 下 面 一 系列 的 步骤 来 散 到 . 


p+g¢ =10, pq = 22; 
p*+pg= 10p, pq =22; 
pi:+22= 10p. 


注意 ,中 间 算 式 本 身 是 没有 很 多 启示 的 .在 代数 游戏 中 经 常 是 多 
数 步 又 并 不 光芒 四 射 ,它们 只 不 过 是 通 向 晶 要 结果 的 阶梯 . 
对 我 们 的 目的 而 言 , 很 不 幸 , 这 里 的 第 三 个 算式 是 一 个 “二 
次 "方程 ,是 中 学 生 那 一 殖 人 所 熟悉 的 , 它 可 以 解 出 来 , 却 肯 定 不 
能 直接 告诉 我 们 p 会 是 什么 . 因此 ,只 好 回 到 原先 的 位 置 再 做 
些 别 的 运算 .下 面 的 做 法 就 高 明 多 了 . 如果 数学 证 明 像 象棋 比赛 
那样 注解 ,那么 ,由 于 它 的 出 色 及 背后 的 巧妙 思想 ,第 一 步 该 给 


一 个 *1”. 


p+49=10, pq = 22: 
(p +49) = 100， pg = 22; 
p+2pg + gq = 100, 4p9 二 888; 


p2?-2pg+g2=100-88= 12， 
(p -9)2= 12， 
p-9=~ 12. 
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[113] 


数学 与 联想 -， 


这 一 系列 运算 的 日 的 是 把 Cp + gq 转换 成 Cp - 4) 从 而 发 现 
Pp ~ 9 的 值 .现在 知道 p 与 的 和 与 差 ,我 们 可 以 容易 地 再 分 别 
各 做 三 步 运算 ,算出 它们 . 


求 p: p+4g=10， 求 9: 5+TI=10， 
p-9=v; p-y=v 12; 
2p =10+w 12, 29 =10- ~ 12, 
p=5+3VD. 9=5-3vT2. 


这 一 系列 步骤 是 有 效 的 ,并 且 是 基于 巧妙 的 构思 ,但 它 还 不 
是 最 简单 的 途径 , 解 的 形式 5+Y? 和 5-y? 可 以 给 出 一 些 暗示 . 

暂且 名 到 原先 位 置 , 丢 开 原来 的 解法 , 想 一 想 .如 果 两 数 的 
和 和 例如 ,是 10, 那 么 其 中 一 个 超过 5, 超 过 部 分 正好 是 另 一 
个 少 于 5 的 部 分 .例如 ,10=6+4,5 与 4 一 个 太 于 5, 一 个 小 于 
5. 把 这 个 想法 记 在 心 上 ,忘记 原先 选 的 符 导 p 与 q, 称 两 个 数 为 
5-e 上 与 5+e."e” 的 选择 完全 是 任意 的 .任何 别 的 字母 也 一 样 
可 用 . 

这 是 一 个 极 好 的 想法 ,因为 现在 两 数 的 和 自动 达到 10; 

S—-e+S5+e= 10. 

于 是 ,我 们 只 要 把 注意 力 集中 到 这 样 一 个 事实 , 即 它们 的 积 

是 22: 


(5—-e)(S+e)=22. 
[114] 幸好 这 个 积 很 简单 并 且 是 熟知 的 .两 个 数 的 和 与 差 的 积 是 
它们 的 平方 差 ,所 以 立即 得 到 
-els=22, 
25 ~ e2= 22. 
这 就 简单 得 多 了 1 如 果 25- e2 =22, 那 么 ez 必定 是 3,e 是 性， 
于 是 ,两 个 数 是 5-y3 与 5+13, 这些 是 上 面 已 经 求 得 的 数 吗 ? 
是 的 ,因为 六 /了 2 等 于 V3. 
原先 的 一 系列 步骤 把 我 们 引 向 一 个 二 次 方程 .是 不 是 我 们 
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总 能 将 这 些 步骤 反 过 来 化 为 两 数 和 与 积 的 问题 ,从 而 解 二 次 方 
程 呢 ? 实际 上 ,通过 一 个 很 简单 的 步骤 ,然后 加 以 解释 ,我 们 能 
够 做 到 这 点 ,作为 二 次 方程 的 例子 ， 

+77= 18t 
开始 每 项 都 除 以 :: 

t+ 18. 


这 个 式 子 的 左边 是 两 个 数 ,+ 与 总 ,它们 的 积 是 77, 而 整个 式 子 


表明 这 两 个 数 的 和 是 18. 于 是 ,我 们 可 以 通过 和解 方程 
x+y=18, xy =77 
求 出 4 与 学 . 换 句 话 说 , 同 以 前 一 样 ,我 们 可 以 设 和 为 18 的 两 个 
数 是 9-c 与 9+ ec( 这 里 e 也 是 任 选 的 ,可 以 用 任何 别 的 字母 
一 一 除去 x 或 y ,它们 会 在 这 里 引起 混乱 ).9-e 与 9+e 的 积 
是 77, 经 过 三 步 ,可 得 c 是 2: 
(9- cf9+e)=77， 
81 - c2= 77， 
cz2= 和， 
c=2. 
于 是 ,两 个 数 一 个 比 9 小 2, 一 个 比 9 大 2, 即 7 与 11. 
这 两 个 问题 有 一 个 共同 的 特征 ,这 里 c? 怡 好 为 4, 在 第 一 
个 问题 里 e? 恰好 为 3. 有 什么 保证 可 以 使 这 些 平 方 数 不 会 更 
小 ? 我 们 怎么 能 有 把 查 说 这 些 问题 的 解 总 是 存在 的 ? 不 能 ! 假 
设 
m+n=12, mn = 和 0, 
按照 间 样 模式 ,我 们 将 12 平分 并 希望 m,n 是 6- 记 与 6+ 久 . 
(6— EC6+ EE) =40, 
36— 如 = 40， 
如 果 上 是 实数 ,这 是 不 可 能 的 .回想 起 第 15 章 中 问题 2(f) ,这 就 
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不 奇怪 了 . 如 果 两 个 数 的 和 是 12 ,那么 当 它 们 两 个 都 是 6 时 , 它 
们 的 积 达到 最 大 ,这 积 是 36. 如 果 数 是 实数 ,它们 的 积 决 不 能 是 
40. 

[115] 问题 有 解 与 无 解 的 分 界线 应 该 划 在 咒 里 ? 临界 的 判定 划 在 
两 个 数 的 积 , 与 和 的 一 半 的 平方 之 间 . 因此, 如果 我 们 从 方程 

gt+h=14, gh =49， 

开始 ,其 中 14 的 一 半 是 7, 而 72 = 49, 我 们 应该 处 于 边界 本 身 
了 .真是 这 样 ,这 个 向 题 有 叭 一 解 ,g 与 都 等 于 7. 

这 一 章 的 讨论 完全 是 代数 的 ,没有 出 现任 何 一 种 几何 形象 . 
然而 我 们 清楚 地 看 到 不 仅 有 写 在 纸 上 的 代数 语句 ,而 且 看 到 各 
种 可 能 性 和 想法 ,一 系列 步骤 ,好 的 步骤 和 坏 的 步骤 ,也 没有 和 忽 
略 不 可 能 性 . 当 我 们 不 仅 按 字面 上 的 含义 看 ,而 且 , 打 个 比方 ,用 
心 去 "看 "时 ,我 们 能 真实 地 “看 "到 什么 是 不 可 能 的 . 

在 日 常生 活 中 ,“ 看 "的 含义 同样 的 含混 并 朋 丰 官 多 采 . 近来 
的 调查 表明 ,“ 看 "的 最 一 般 观 念 是 真实 地 “理解 ”, 如 “我 看 出 你 
的 意思 1!", 并且 在 我 写 这 个 时 我 意识 到 “表明 "的 意思 是 “得 出 ” 
或 “证 明 ” ,这 也 是 另 一 种 来 源 于 视觉 语言 的 比喻 .在 使 用 代数 语 
言 时 ,图 象 是 完全 没有 必要 的 ,但 这 并 不 意味 着 它们 不 存在 ,或 
者 它们 不 具有 强 的 启发 性 ,下 面 的 一 些 问 题 将 会 做 出 说 明 . 

问题 
1, 好 
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满足 p + q = 12 的 每 对 数 p 与 g 对 应 于 这 条 直线 上 的 
一 个 点 ,满足 pg =32 的 每 对 数 对 应 于 曲线 上 的 一 个 点 .有 两 
个 公共 点 ,在 这 两 个 点 p =4,9 =38, 或 p=8,.9g=4, 这 时 两 个 
方程 同时 成 立 ， 
关于 一 条 直线 与 这 条 上 曲线 ,什么 样 的 几何 事实 对 应 于 这 
类 方程 无 解 , 一 个 解 ,或 两 个 解 ? [116] 


这 是 一 个 x?+21 与 10x 之 间 的 差 的 图 象 , 所 以 它 实 际 
上 表示 x:+21- 10x 的 值 . 当 x?+21 与 10x 相等 时 ,它们 的 
差 是 零 .这 样 的 两 个 点 ,对 应 于 x =3 与 x=7, 已 用 小 黑 点 标 
出 . 

图 象 的 什么 几何 性 质 对 应 于 这 个 事实 : 两 个 解 的 和 ， 
3+3 等 于 10? 
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数学 与 开机: 


这 个 图 象 是 x?+21 的 值 ( 遇 线 实际 上 是 抛物 线 ) 与 10x 
值 (直线 ). 当 x 是 3 或 7 时 ,它们 取 相 等 的 值 ,对 应 的 两 点 用 


小 黑 点 标 出 . 
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6€， 不 存在 实数 p 


50, 利用 等 于 v -1 的 
方程 ? 


=14 且 pg= 
可 能 求 出 两 个 数 满足 这 些 
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不 是 所 有 比喻 都 有 启发 性 .一 些 很 精 糕 的 诗歌 填 满 了 凭空 
的 想象 和 牵强 附会 的 比 瞪 ,没有 什么 真实 的 ,有 用 的 或 有 效 的 东 
本 ,只 不 过 是 诗人 肆意 的 想象 而 已 . 

人 的 头脑 易于 预先 认定 相似 之 处 ,其 至 在 更 细致 的 检查 表示 
根本 不 相似 的 时 候 .最 近 ,我 惊 丸 地 看 见 一 辆 汽车 拐弯 时 撞 到 一 
只 猫 .我 想 汽车 开 过 去 后 ,会 看 见 猫 的 尸体 身 在 马路 上 ,我 找 了 大 
约 一 秘 钟 .然后 我 的 脑子 重新 解释 所 接受 的 信息 ,使 我 欣 轩 的 是 ， 
我 忽然 发 现 我 营 看 得 十 分 真切 的 “ 猫 "是 一 张 被 风 吹 起 的 脏 纸 片 . 

刘易斯 * 卡 罗 尔 写 过 这 首 令 人 愉快 的 诗 , 开 头 是 : 


他 以 为 他 看 到 了 一 只 大 象 ， 
大 象 在 吹 横 笛 ， 

他 再 看 一 看 , 却 发 现 那 是 
一 封 他 妻子 的 来 信 ， 

“我 终于 领悟 到 ", 他 说 ， 
“人 间 的 辛酸 1” 


对 孩子 的 这 语 成 年 人 宽容 了 地 付 之 一 笑 ,可 基 他 们 却 每 天 都 从 

看 语义 双关 的 新 闻 标 题 中 得 到 自己 的 享受 ,这 种 标题 在 报纸 上 十 

分 流行 ,常常 采用 引 人 发 歧 的 模式 ,大 标题 “军事 技艺 使 你 兴奋 ” 

几乎 是 一 个 谜语 ;为 什么 军事 技艺 像 兴奋 剂 ?差别 在 没有 给 出 

答案 ,希望 你 自己 了 解 到 “兴奋 "这 个 词 也 当 作 使 用 药物 .东方 的 
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格斗 技巧 引起 的 心理 激动 是 否 有 点 相当 于 服用 毒品 的 体验 是 不 
清楚 的 .这 个 标题 可 能 是 对 热心 于 军事 技艺 的 人 的 公然 的 诽谤 . 
一 些 著名 的 报纸 常 称 以 小 提琴 手 艾 萨克斯 特 恩 (Isaae Stem ) 为 
首 的 四 人 乐 组 为 “斯 特 轧 帮 “ ,这 实在 是 低劣 的 新 闻 吴 头 ; 原 先 的 
斯 特 恩 帮 是 恐 己 主义 分 子 , 而 不 是 才华 横 游 的 音乐 家 . 

误导 或 完全 错误 的 关系 常常 被 数学 家 发 现 .在 这 些 圆 的 每 
一 个 上 ,每 一 个 黑 点 都 与 每 个 划 的 乱 点 相连 接 , 每 个 圆 被 分 着 成 
老少 块 ? 


JIDOOOO. 


这 个 问题 是 数学 家 利 奥 ' 摩 塞 发 明 的 ,或 许 应 该 说 成 是 “发 
现 " 或 “找到 "的 .第 一 个 辆 仍 是 一 块 ,因为 单个 点 不 能 同 任 何 别 
的 点 相连 . 然后 块 数 增 加 :2,4,8,16，……， 

在 五 项 之 后 ,为 了 适合 这 个 规律 ,下 一 项 一 定 显然 是 2x 
16=32 吗 ? 这 可 能 是 任何 数学 家 的 第 一 个 念头 ,所 以 的 确 是 
“显然 的 ”, 这 又 错 了 ， 


31 


实际 圭 ,在 一 个 数 是 31. 再 后 面 是 $7 和 99. 公 式 似 乎 是 ;对 
个 点 而 言 ,有 2*-! 个 不 同 区 域 .但 关于 区 域 数 的 真正 公式 是 
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起 (zs _6n3+23n2 -18 +24). 
除去 刚 和 开始 几 项 偶然 的 相 台 外 , 毫 无 相似 之 处 ! 


TI 


四 面体 立方 体 八 面 体 十 二 面体 


我 们 的 头脑 有 一 种 对 模式 作 * 最 简单 的 "解释 的 自然 倾向 .四 
种 柏拉图 立体 , 即 正 多 面体 ,分 别 有 4,6,8 与 12 个 面 . 有 什么 比 猜 
想 第 五 个 正 多 面体 有 10 个 面 更 为 自然 呢 ? 或 者 这 个 序列 继续 下 
去 ,有 14,16,… 个 面 ? 这 基 合 情 合 理 的 ,但 又 完全 错 了 .有 第 五 个 
柏拉图 立体 ,二 十 面体 ,但 它 不 是 10 个 面 而 是 20 个 面 ,并 且 在 它 
后 面 再 也 没有 别 的 正 多 面体 了 .那么 ,对 数 4,6,8,12,20 没有 其 他 
公式 了 吗 ? 有 的 ,但 那 比 “ 倡 数 数 列 " 远 为 复杂 了 . 

最 伟大 的 数学 家 难以 避免 作 错 误 的 推广 . 皮 埃 尔 : 德 . 费 马 
(Pierre de Fermat,1601 一 1665) 创 立 了 现代 数论 并 证 明了 令 人 月 
上 腑 的 定理 ,如 “一 个 素数 是 两 个 整数 的 平方 和 当 且 仅 当 它 比 4 的 

20] 倍数 大 二 .可 是 他 也 在 现在 称 为 费 马 数 的 问题 上 犯 了 个 大 错 . 

费 马 注意 到 : 


2 41=241=3, 


22+1=22+1=5， 
22 +1=244+1= 17， 
2 +1=28+1=2547， 
27 +1=246+1=65537 
都 是 素数 .他 猜测 27 + 1 与 242 + 1 等 等 也 应 该 是 素数 . 他 写 信 给 
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帕斯卡 {B.Paseal ,1623 一 1662), “关于 这 个 性 质 的 真实 性 ,我 将 
回答 你 ,但 它 不 容易 证 明 ,而 且 我 承认 我 还 未 能 找到 一 个 完全 的 
证 明 .” 
不 幸 , 他 和 错 了 .很 可 能 整个 地 彻 诡 错 了 . 列 昂 纳 德 : 欧 拉 
(Leonard Euler,1707 一 1783) 发 现 22 + 1 不 是 素数 ; 
22 + 1=23241=4294967297 = 641 x 6700417. 


一 个 世纪 以 后 , 兰 德 瑞 (Landry) 发 现 2 + 1 不 是 案 数 , 接 下 
去 的 数 变 得 出 奇 地 大 ,但 数学 家 改进 了 他 们 的 研究 方法 ,从 而 发 
现 后 面 九 个 现在 被 称 为“ 费 马 数 "的 都 是 复合 数 . 随 荐 电子 计算 
机 的 发 展 ,研究 继续 进行 下 去 ,所 探索 的 数 已 远 远大 于 整个 宇宙 
中 基本 粒子 的 总 数 ,仍然 没有 发 现 察 数 . 
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问题 常 出 在 可 用 的 信息 太 少 .在 这 个 设计 的 第 一 个 图 样 里 可 以 
[1211 看 到 几 个 图 案 ? 很 少 ,在 第 二 个 图 样 里 可 以 看 到 更 多 一 些 , 但 只 有 

第 三 个 图 样 才 展 示 出 完整 图 案 ,就 这 些 啦 ? 我 们 能 确保 这 图 案 永远 
继续 下 去 ,不 会 变化 吗 ? 也 许 它 只 是 更 大 的 图 案 的 一 个 部 分 ? 

着 腊 人 定义 完全 数 是 任意 一 个 等 于 它 所 有 因子 的 和 的 数 ， 
这 里 因子 包括 1, 但 当然 不 包括 它 本 身 . 于 是 ,6 是 完全 数 ,因为 
6=1+2+3. 同 样 ,28 也 是 ,因为 28=1+2+4+ 了 +14， 

希腊 人 知道 ,前 四 个 完全 数 是 6,28,496 与 8128. 不足 为 奇 
的 是 ,他们 被 下 述 两 个 简单 的 模式 所 诱惑 ,看 来 1 位 的 完全 数 一 
个 2 位 的 一 个 ,3 位 的 一 个 ,等 等 ,此 外 它们 轮流 以 6 和 8 结尾 ， 

发 现下 一 个 完全 数 是 33550336, 它 被 记录 在 一 本 中 世纪 的 
无 名 氏 的 手稿 里 .这 破坏 了 第 一 个 模式 ,但 仍 以 6 为 结尾 ,支持 
了 第 二 个 模式 .那么 ,也 许 第 二 个 模式 是 正确 的 ? 不 ! 现在 已 经 
知道 30 个 完全 数 ,它们 的 末 位 数字 依次 是 6-8-6-8-6-6 
-8-8-65-6-8-8-6-8-8…. 已 经 证 明 , 末 位 数字 确实 总 
是 6 或 8, 但 也 就 这 些 了 .不 是 吗 ? 我 们 能 排除 有 某 种 更 深刻 的 
模式 的 可 能 性 吗 ? 不 ,目前 我 们 不 能 ,我们 只 能 推测 . 

素数 比 3 的 倍数 小 1 或 大 1. 在 下 面 的 素数 表 里 ,很 明显 ， 
至 少 开始 有 比较 多 的 素数 比 3 的 倍数 小 1: 

235711 13 117 13 23 23 3 3 4 

43 47 53 56 6 7 73 7 83 89 9 
检验 素数 表 就 会 得 知 这 种 优势 延续 过 百 位 数 并 直到 千 位 数 ,这 
的 确 是 强 有 力 的 证 据 , 说 明 这 种 模式 是 真实 的 并 会 永远 延续 下 
去 ! 似乎 是 强 有 力 的 证 据 却 不 够 强 有 力 . 有 很 多 在 小 的 数 中 存 
在 的 模式 对 较 大 数 不 成 立 , 于 是 有 时 期 望 适合 模式 的 “小 " 数 能 
延续 到 更 长 一 些 . 

现在 的 模式 延续 到 儿 十 万 ,到 几 百 万 , 儿 千 万 , 几 亿 ,用 十 
亿 , 直 到 非常 大 的 数 608981813029. 这 是 个 素数 并 且 比 3 的 税 
数 大 1, 这 冉 大 1 的 数 第 一 次 占 多 数 ,它们 继续 占 多 数 直 到 
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610968213796. 下 一 个 素数 是 小 1 的 , 它 后 面 那个 数 也 是 如 此 . 
现在 小 1 的 素数 又 占 多 数 , 但 不 会 永远 如 此 .已 经 证 明 在 数列 的 
很 远 处 领先 的 地 位 改变 无 穷 多 次 ,这 我 们 只 能 通过 意志 的 练习 
作 模 糊 的 想象 ， [122] 
问题 
i. 当 n 取 值 1,2,3,4 时 ,表达 式 4n -18n:+32n -15 等 于 3， 
9,27,81, 
当 n=5 时 ,这 个 式 子 取 什么 值 ? 
2. 把 分 数 太 表示 成 十 进 小 数 ,开始 几 位 是 :0.0204081632. 这 下 
对 数字 是 2 的 前 a 次 禾 . 这 个 模式 是 真 的 ,还 是 假 相 ,仅仅 
是 巧合 ? 
3. 在 这 组 点 中 有 什么 模式 吗 ? 


曾 
日 性 
4， 这 个 等 差 级 数 从 开始 ,每 次 增加 12: 
5 17 29 41 53 
这 个 数列 的 各 项 都 是 素数 吗 ? 如 果 不 是 ,为 什么 一 开始 
有 那么 密 素 数 ? 
5， 可 以 被 分 成 两 个 三 角形 的 四 边 形 , 内 角 
和 是 360. 
然而 , 当 四 边 形 的 两 条 边 互 相交 到 
时 ,这 个 规则 似乎 被 厂 坏 了 .在 这 个 四 
边 形 里 , 标 出 的 角 ,和 仅 近 似 于 2S0. 能 
不 能 挽 数 原先 的 规则 ,使 它 可 以 应 用 于 
各 种 四 边 形 ? 
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23571113171393232331 打 桂 特 4 科 33 
i1224 2 4 2 4 6 2 6 4 2 4 5 


1 0 0 0 0 0 0 2 0 0 2 


这 个 表 中 第 一 行 是 素数 数列 .第 一 行 下 面 的 每 一 行 是 前 


一 行 相 令 两 数 的 短 的 绝对 值 的 数列 “绝对 值 "的 意思 是 所 有 
差 取 正 值 . 


[123] 这 个 表 , 有 什么 明显 的 模式 吸引 了 数学 家 的 注意 力 ? 


为 佬 么 数学 家 如 此 相信 他们 的 数学 是 正确 的 ? 为 什么 有 时 
候 他 们 又 缺乏 自信 ? 第 二 个 问题 比 第 一 个 问题 更 好 回答 ， 

数学 要 处 理 许多 关于 无 穷 的 问题 . 至 少 ,自然 数 ,一 直 延 伸 
到 无 穷 ,而 我 们 写 出 的 数 总 是 相对 地 小 . 伽利略 (G. Galilei， 
1564 一 1642) 曾 为 这 个 难题 大 伤 闹 筋 : 


123 45678910 11 1213 14 

149 1625 36 49 64 81 100 121 144 169 196 
第 二 行 的 平方 数 显 然 相 比 上 一 行 的 自然 数 梳 朗 得 多 ,而且 由 于 
它们 之 间 的 间隔 越 来 越 大 ,平方 数 显然 越 来 越 斑 妆 , 然 而, 苏 利 
略 注 意 到 ,对 每 一 个 自然 数 均 有 一 个 对 应 的 平方 数 , 从 这 一 点 看 
来 ,两 个 数列 完全 对 等 .怎样 解释 呢 ? 


两 百年 前 ,这样 的 级 数 曾 经 引起 混乱 . 初 奢 它们 几乎 是 一 样 
的 .是 的 ,它们 几乎 是 一 样 的 ,相同 的 数 相 加 ,仅仅 在 数 的 次 序 上 
有 一 点 小 小 的 差别 ,然而 这 个 差别 却 是 十 分 重要 的 .第 一 个 级 数 
的 和 越 来 越 接近 极限 0.693…, 页 第 二 个 级 数 的 和 趋 近 于 极限 
0.346…, 后 者 正好 是 前 者 的 一 半 . 多 大 的 差别 ! 

数学 家 商定 不 再 谈论 数列 不 停 地 趋 于 “无 穷 ”, 而 用 有 限 的 
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近似 来 解决 这 种 级 数 的 求 和 问题 .然而 ,这 并 没有 摆脱 所 有 的 无 
穷 间 题 , 例 如 ,已 拿 赫 (Banach ,1892 一 1945) 和 堵 斯 基 ( A .Tarski， 
1902 一 1983) 证 明了 可 以 把 一 个 只 有 问 豆 那么 大 的 小 球 分 成 有 
穷 块 ,它们 可 以 拼 起 来 做 成 一 个 大 得 多 的 球 ,可 以 收成 太阳 那么 
大 . 

不 用 说 ,他 们 的 分 法 不 是 把 小 球 分 成 具有 确定 体积 的 实心 
小 块 ,世界 性 的 计 猎 问题 不 可 能 通过 把 一 颗 茧 豆 切 碎 再 重新 拼 
起来 做 成 一 里 一 英里 宽 的 豆 豆 来 解决 ! 他们 的 技术 很 像 伽利略 
的 难题 ,在 这 个 难题 里 ,平方 数 奇 迹 般 地 同 自然 数 一 样 多 .如 果 [125] 
在 几何 球面 上 没有 无 穷 多 个 点 , 巴 拿 赫 一 塔 斯 基 停 论 就 不 成 立 ， 

近年 来 不 确定 性 的 来 源 更 多 了 , 强 有 力 的 计算 机 的 出 现 加 
届 了 这 种 状况 .由 于 越 来 越 多 的 数学 家 处 理 越 来 越 复杂 的 问题 ， 
甚至 用 几 百 个 小 时 的 计算 机 时 间 来 帮助 他们 计算 ,其 他 数学 家 
很 难 跟 踪 他 们 在 慌 的 事情 , 

四 色 猜 想 说 ,很 简单 ,只 包含 有 限 多 个 区 域 的 平面 或 球面 的 
地 图 可 以 用 四 种 颜色 来 色 ,使 得 没有 两 个 相 邻 区 域 有 相同 的 颜 
色 , 这 个 问题 是 弗朗西斯 * 格 斯 里 (Francis Guthrie) 于 1852 年 发 
现 的 ,起 初 显得 相当 简单 .若干 个 证明” 发 表 了 ,但 都 有 根本 性 


本 PN 


直到 最 近 , 哈 根 (Wolfgang Haken) 和 阿 派 尔 (Kenneth Appel) 
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用 计算 机 程序 检验 了 400 个 不 同情 况 , 才 成 功 地 证 实 了 四 种 颜 
色 是 足够 的 ,检验 是 成 功 的 , 哈 根 和 阿 派 尔 发 表 了 他 们 的 “证 
角 ”, 当然 不 会 有 计算 程序 的 所 有 细节 , 那 是 可 以 写成 厚 厚 的 一 
本 书 的 ， 

其 他 数学 家 相信 他 们 吗 ? 是 的 ,他 们 相信 了 ,但 他 们 不 会 不 
注意 到 这 "证明 是 非常 奇特 的 ,并 且 树 立 了 一 个 危险 的 先例 . 数 
学 家 不 接受 藏 在 其 他 数学 家 头脑 里 的 证 明 . 在 其 他 数学 家 喊 出 
“ 够 了 ! 我 们 不 信服 ! 把 它 写 在 纸 上 , 让 我 们 自己 来 看 吧 !" 之 
前 ,可 以 在 计算 机 里 进行 多 少 步 证 明 呢 ? 

数学 中 那些 最 令 人 信服 的 论证 简洁 地 如 开 无 穷 的 神秘 性 ， 
它们 是 哈 根 与 阿 派 尔 的 证 明 的 对 立 面 .对 于 想 从 头 到 尾 详 细 弄 
烧 的 其 他 教学 家 ,它们 足够 得. 它们 对 问题 作 一 急 茹 ,把 各 个 部 
分 恰当 地 放 在 一 起 ,每 一 处 的 连接 都 是 清楚 的 , 令 人 信服 的 ,这 
样 的 效果 是 可 以 让 读者 说 当然 ! 现在 我 看 懂 了 1” 

这 台球 问题 中 ,一 张 长 方形 桌子 被 分 成 正方 形 的 小 格 ,四 角 
有 和 伐 子 ,但 边 上 没有 人 铂 子 ,一 只 台球 从 一 个 桌 角 以 45° 角 打 向 桌 
边 , 经 过 桌 边 橡 皮 垫 子 的 反弹 ,直到 …… 发 生 慎 么 情况 ?这 球 会 
在 梨 上 永远 弹 来 弹 去 吗 ? 会 落 到 和 的 子 里 去 码 ? 哪个 儿子 ? 要 多 
长 时 间 才 落 进 团子 ? 它 的 运动 模式 总 是 一 样 的 吗 ? 它 挤 每 一 边 

[126] 的 次 数 都 相同 吗 ? 它 会 ……? 
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怎样 回答 这 种 问题 ? 先 考虑 一 个 特殊 的 问题 , 球 运动 的 路 
线 的 长 度 为 什么 有 很 多 变化 ,怎样 变化 ? 我 看 到 的 最 简单 的 答 
案 是 一 个 13 岁 的 男生 沙 姆 沙特 ' 欧 珊 (Shamshad Ersan) 上 告诉 我 
的 .解答 很 短 , 它 清楚 地 解释 了 发 生 的 事 ,一 点 不 奇怪 , 它 用 了 一 
种 不 同 的 ,独特 的 方法 看 这 个 问题 . 


| 


只 有 和 给 形 的 边 长 没有 给 定 .用 不 同 的 选择 做 实验 ,总 是 良好 
的 开端 ,我 们 可 以 获得 种 种 可 能 的 直观 想法 .似乎 球 一 定 会 落 到 
袋子 里 , 它 决 不 是 球 出 发 的 那个 位 置 ,但 球 运动 路 线 的 长 度 和 形 
式 会 以 很 奇特 的 方式 变化 ， 


下 一 条 边 …'… ,而 改 为 着 球 在 左右 两 边 之 间 的 运动 .每 从 一 边 到 
另 一 边 球 必 定 走 过 7 个 单位 (小 正方 形 的 一 条 对 角 线 算 作 一 个 
单位 ) .如 果 球 最 终 落 到 一 个 竹子 里 , 它 走 过 的 路 程 是 7 个 单位 
的 倍数 . 

现在 看 第 二 个 矩形 ,这 次 观察 球 在 上 .于 两 边 之 间 的 运动 ， 
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从 一 边 到 另 一 边 是 5 个 单位 ,不 管 它 在 行进 过 程 中 是 和 否 撞 到 左 
右 两 边 . 如 果 它 最 后 落 到 一 个 袋子 里 , 它 走 过 的 路 径 是 5 个 单位 
[1271 的 倍数 . 

作 一 个 表 表 示 球 走 过 1,2,3,4,… 次 桌子 的 长 与 走 过 1,2， 

3,4… 次 桌子 的 宽 后 所 通过 的 距离: 
0 5 10 15 20 25 30 35 
0 7 14 2 28 35 

在 走 过 35 个 单位 之 后 一 一 在 此 之 前 这 是 不 会 发 生前 一 一 它 怡 
好 完成 了 长 与 寅 的 一 个 整数 倍 , 必 定 落 到 一 个 盘子 里 . 堵 么 简 
单 , 包 人 么 令 人 信 昭 , 煞 么 清晰 啊 ! 

《我 听 到 你 问 球 落 到 哪个 袋子 ? 那 是 另 一 个 问题 ,沿用 沙 姬 
沙特 : 欧 珊 的 方法 也 不 难 和 解决 .) 

问题 

约翰 : 威 尔 进 (john Wilson ,1741 一 1793) 因 威 尔 进 定理 而 获 
得 极 大 狂人 誉 .他 是 英国 的 数学 家 和 律师 ,他 通过 个 别 例子 的 检验 
相信 这 个 定理 是 正确 的 ,但 却 不 能 证 明 它 . 

定理 首次 发 表 于 1770 年 ,几乎 立刻 就 被 伟大 的 法 国 数学 家 
约瑟夫 "路 易 斯 * 拉 格 朗 日 (Joseph Louis Lagrange,1736 一 1813 》 
证 明 ， 

带 有 了 刚 讽 意味 的 是 , 藏 在 汉诺威 图 书馆 里 的 手稿 ,表明 莱 布 
尼 兹 (G. 负 .Leibnizs,1646 一 1716) 早 在 一 百 多 年 前 就 知道 威 尔 避 
定理 .数学 与 科学 一 样 ,没有 发 表 他 们 的 发 现 的 发 明 者 ,得 不 到 
应 属于 他 们 的 荣誉 . 

定理 的 陈述 很 简单 . 取 任 一 素数 ,如 11. 把 小 于 11 的 正 整 
数 葬 起 来 再 加 1;: 

IOx9x8xTx6x5x4x3x2x1+1=3628801, 

威 尔 避 定理 说 ,这 个 总 数 能 被 原先 的 素数 11 整除 .事实 上 ， 
3628801 = 11 x 329891. 

拉 格 朗 日 证 明了 逆 定 理 也 成 立 . 如 果 这 答 数 被 原先 的 数 整 
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除 ,那么 原先 的 数 必 是 素数 . 
下 面 的 一 系列 问题 逐步 导出 威尔逊 定理 .这 些 问 是 中 有 几 
个 采用 前 一 个 问题 的 解 .区 此 ,在 考虑 后 一 个 向 题 之 前 应 该 把 前 
面 的 解法 弄 懂 .如 果 解 决 了 这 一 系列 的 问题 ,那么 ,到 向 题 6 结 
束 ,威尔逊 定理 就 显得 惊人 的 自然 ,意外 的 清晰 ! 
1， 构造 一 张 0 到 5 的 乘法 表 , 然 后 重 写 这 份 表 ,将 表 中 的 每 一 
项 换 成 它 除 以 6 后 得 到 的 余数 .例如 5x5=25 应 当 换 成 1，[128] 
对 0 到 6 作 同 样 处 理 ,每 一 项 换 成 它 除 以 了 7 后 所 得 的 余 
数 . 
表 中 各 数 有 什么 联系 ?6 和 7 各 属于 哪 一 类 数 ? 
2， 属于 高 等 算术 的 第 一 个 定理 说 ,如 果 率 数 p 不 整除 mm 或 ma， 
那么 , 它 不 整除 磁 积 mm x xz. 这 个 定理 可 能 看 上 去 是 显然 的 . 
实际 上 ,可 以 证 明 它 ,但 我 们 假定 它 是 对 的 . 


好 ,假定 这 个 定理 正确 .从 乘法 表 中 mod 11@ 得 来 的 这 
两 行 一 定 有 错误 ,为 什么 ? 

3、 为 什么 由 问题 2 可 得 出 如 下 结果 ,在 莱 法 表 的 每 行 与 每 列 
mod 11 ,小 于 11 的 每 个 数 恰 好 出 现 一 次 ? 

4.， 在 每 张 表 的 长 对 角 线 上 , 数 1 出 现 两 次 ,一 次 在 上 端 ,这 里 1 
x1=1; 另 一 次 在 下 端 ,这 里 5x5=1 mod 6, 或 6x56=1 
mod 7 ,或 10x 10= 1 mod 11. 

为 什么 1 不 可 能 出 现在 长 对 角 线 上 的 其 他 地 方 ? 
5， 如 果 p 是 素数 ,怎样 能 把 从 2 到 p ~ 2( 包 括 这 两 个 数 本 身 ) 


中 即将 彻 法 表 中 各 个 教 换 成 它们 除 以 11 后 所 得 的 余数 .一 一 泽 者 注 


一 了 771 一 


的 所 有 数 配 成 对 ,使 每 一 对 数 的 乘积 是 1? 


5.， 如果 p 是 素数 ,从 1 到 p -1 的 所 有 数 的 积 mod p 后 是 什 
[129] 人 么 ? 怎样 由 此 导出 威 尔 吉 定理 ? 
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引 喜 


1， 将 原 正 方形 放 入 一 个 较 大 的 正方 形 中 . 

2， 假 定 立 方 体 非常 大 ， 

3 怎样 才能 经 过 两 次 移动 把 合 底 的 左 干 角 移 到 盒 底 的 右上 角 ? 
4， 选择 在 153 与 482 之 则 的 一 个 整数 . 

S$， 孝 能 . 如 何 得 来 ? 

6.， 试 一 试 ,再 看 着 ， 


第 1 章 

1. 一 个 五 边 形 分 成 三 个 三 角形 ， 

2. 一 个 ma 边 多 边 形 可 以 生成 hn -2 个 三 角形 
3， 上 后 两 个 .怎样 得 知 ? 

4. 每 个 六 边 形 是 一 个 立方 体 的 外 廊 . 


5. 大 三 角形 可 以 用 较 小 的 三 角形 的 复制 品 完全 填 满 而 不 留 空 
白 ， 


6 想象 三 角形 被 小 等 边 三 角形 的 精细 的 拼花 材 靖 ， 


第 2 章 
4， 把 两 个 拼花 图 互相 垂直 地 重 释 . 


2. 或 者 用 希腊 十 字 做 一 个 拼花 ,或 者 像 回 际 象棋 那样 ,走马 步 ， 
3， 对 角 线 . 
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数学 与 束 叙 : 


4. 用 正方 形 卡 片 做 模型 ,进行 实验 . 
5.， 用 六 边 形 和 三 角形 卡片 做 模型 ,进行 实验 ， 
L130] 6， 比 较 题 3. 


第 3 千 
1， 一 个 正四 面体 有 三 对 对 边 . 
， 把 负 切 去 ,确切 地 说 ,在 哪里 切 ? 


2 

3. 从 立方 体 切 下 来 的 一 个 切 块 ,体积 是 整个 立方 体 的 -5 

4. 如 果 两 个 立体 有 相同 形状 ,但 其 中 一 个 在 每 一 个 方向 上 的 尺 
寸 是 另 一 个 的 两 倍 ,那么 , 较 大 的 那个 体积 是 较 小 的 那个 的 
8 信 ， 

5， 及 立方体 的 乳酪 或 生 土豆 做 一 个 和 模型 ， 

6， 司 一 个 模型 ,进行 实验 . 


第 4 章 
所 有 六 个 问题 只 有 一 个 提示 :“ 试 一 试 再 看 看 1" 在 问题 4 中 ， 
这 需要 用 一 些 目测 ,并 用 手 画 一 画 ,或 用 圆规 画 弧 ,以 一 点 为 
图 心 的 弧 的 半径 是 以 另 一 点 为 圆心 的 台 的 半径 的 两 倍 . 
《承认 这 六 个 问题 的 解 之 间 有 强 有 力 的 联系 也 许 是 最 合 
理 的 .) 


第 5 章 

1， 和 将 每 个 顶点 换 成 一 个 小 正方 形 , 小 正方 形 的 顶点 在 原先 拼花 
的 边 上 . 

2.， 当 你 挪 开 六 边 形 时 ,在 六 边 形 的 边 之 间 能 填 入 的 正方 形 的 个 
数 依 赖 于 六 边 形 被 挪 开 多 远 ， 

3.， 围绕 每 个 顶点 ,正六 边 形 与 等 边 三 角形 的 哪些 组 合 可 以 拼 得 
出 来 ? 
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4， 试 一 试 ,再 看 看 ， 

s， 试 一 试 ,再 看 看 . 

5656， 如 果 有 六 边 形 夸 , 它 必定 包含 6 个 三 角形 ,每 种 一 个 .五 边 形 
必定 包含 3 个 三 角形 ,四边形 必定 包含 2 个 三 角形 . 


第 6 章 

1. 取 一 对 全 等 三 角形 ,不 翻转 ,将 它们 边 对 边 地 连接 起 来 .由 此 
开始 拼花 . 

2， 仿照 问题 1 的 提示 , 取 一 对 全 等 四 边 形 ,不 翻转 ,将 它们 边 对 
边 连接 起 来 . 

3， 阿 拔 和 尔 * 瓦 发 图 上 而 的 边 恰 好 与 另 一 个 图 底下 的 边 重 合 . 

4. 切 下 两 个 三 角形 ,用 麦 杆 或 类 似 的 东西 将 它们 排 成 ,在 透视 
土 来 自 五 点 ,但 要 使 这 两 个 三 角形 不 在 同一 平面 内 . 

$5， 无 提示 . 

6. 通过 求 差 , 尽 可 能 地 完成 同一 个 模型 .如 果 模 型 完成 了 ,两 个 
6 特 出 现 应 当 有 的 ,全 是 6 的 那 一 行 上 . [131] 


第 7 章 

， 必 须 考 虑 有 测 的 三 维 图 形 ,如 带 把手 的 茶杯 或 圈 饼 . 
角 . 
三 点 共 线 ， 

无 提示 . 

. 用 前 面 的 数 的 若干 不 则 对 做 试验 . 
， 用 若干 不 同 的 三 角形 做 试验 ， 


> 


第 8 章 

1. 用 第 1 章 的 结论 ,一 对 对 角 和 是 180. 

2. 用 一 个 加 做 试验 { 撤 开 一 对 直线 不 说 ), 贺 是 最 容易 画 的 回 锥 
曲线 . 
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， 越 变 越 大 的 三 个 圆 在 极限 情况 下 变 成 三 角形 的 边 ， 

画 一 画 ,看 一 看 . 

， 矩形 的 对 边 相等 ,两 条 对 角 线 也 相等 ， 

， 当 三 个 相似 三 角形 退化 成 线段 时 ,它们 变 成 被 分 成 相同 比 的 
线段 ， 


全 贡生 名 


第 9 章 
1. 从 左 端 开始 相 加 
1+10=11， 
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10， 
10+9+8+7+6+5+4+3+2+1. 


2. 试 把 这 图 转 半 图 . 
ip1 1u1 

3. 才 是 之 的 一 半 ;j6 是 豆 的 一 半 ; 如 此 等 等 . 

4. (2+1)=3. 

5. 这 个 图 可 以 画 成 非常 对 称 的 正方 形 . 

6， 序 列 中 的 小 块 都 成 工 形 . 

第 如 童 

1. 无 提示 . 

2. 树 的 端点 与 分 支点 必须 算 在 一 起 .它们 都 是 边 的 端点 并 且 对 
应 于 地 图 的 顶点， 

3. 把 两 个 点 中 的 每 一 个 与 图 象 的 原点 连接 起 来 . 

4 把 第 个 平方 数 a2 写成 元 (2n2+ 0) 

s$、 用 更 多 的 肥皂 泡 和 更 多 的 边 做 实验 . 

4， 无 提示 . 

第 11 章 


[132] 这些 问题 都 没有 提示 . 
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第 卫 章 


-ee 


,给 4 的 重量 必须 是 给 8B 的 两 倍 . 

， 从 点 (5,1) 到 点 (16,7) 是 10 右 6 上 . 

. (3,2). 

， 画 一 个 图 ,也 可 能 会 帮 你 求 出 每 一 对 点 的 “平均 ”. 
， 给 两 点 的 “平均 ”的 重量 必须 是 给 第 三 点 的 两 倍 . 
. 除去 点 (10,4) ,其 余 都 在 ,为 什么 ? 


第 13 章 


分 困 和 二 


. 从 每 一 个 原先 重量 中 取出 1 千克 重 , 并 问 这 两 个 分 出 的 1 千 


克 便 会 在 哪里 达到 平衡 ? 


. 把 2 千克 重 分 成 两 个 1 千克 重 , 对 称 地 放 , 在 2 千克 重 的 原 


先 位 置 上 取得 平衡 ， 


， 任 何 一 对 重量 等 价 于 在 它们 连 线 的 中 点 上 的 2 于 克 重 ， 

， 点 (3,2) 与 点 (7,4) 之 间 的 中 点 怎样 计算 ? 

， 把 木 条 故 在 枫 形 支承 上 ,使 它 几 乎 达到 平衡 ,但 不 完全 平衡 . 
， 从 9 千克 重 中 取 4 千克 重重 新 配置 . 


第 14 章 


这 些 问题 没有 提示 . 


第 录音 


i, 
2. 


杜 登 尼 把 这 个 解法 称 为 他 的 “ 钮 扣 与 线 ” 法 ， 
无 提示 . 


第 起 章 
tt， 所 有 满足 p + 9 =? 的 点 所 形成 的 直线 都 平行 于 图 中 的 直 


线 . 
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[133] 


， 如 果 两 个 数 的 和 是 10, 那 么 它们 的 平均 是 5. 
.从 几何 上 讲 ,3 与 了 是 扼 物 线 和 直线 的 两 个 交点 到 抛物 线 的 


铅 直 的 对 称 轴 的 距离 . 


- 存在 三 个 小 于 10 的 整数 ,它们 使 x?+ 17x 等 于 8x2+ 10. 
， 用 问题 3 的 三 个 解 所 做 的 计算 必须 是 对 称 的 .向 如 ,如 果 这 


三 个 数 是 p ,9 与 ,那么 ,pz+ g?+ ?似乎 是 合理 的 (虽然 不 
正确 ) ,因为 它 是 对 称 的 , 而 不 对 称 的 pz + gr 则 不 予 考 虑 . 


6， 像 (4- 让 (4+i) 这 样 的 积 等 于 43-(i2=16-(-1)=16+ 
1 = 17. 

第 17 章 

1. 这 值 不 是 3 x 81 = 243. 

2 模式 是 真实 的 ,但 不 是 开头 那样 简单 的 方式 . 

3. 是 的 ， 

4， 所 有 素数 都 比 6 的 倍数 大 1 越 小 1. 

5. 将 闫 时 针 旋 转 的 角 作 为 正 的 , 逆 时 针 旋 转 的 作为 负 的 . 

5， 每 一 行 着 数 的 第 一 个 数 总 是 1, 关于 这 一 点 有 什么 理由 吗 ? 

第 18 章 


1. 


有 两 个 乘法 表 , 表 中 的 数 分 别 是 乘积 被 6 与 7 除 后 的 余数 . 


2. 第 一 行 包含 数 1,4 与 7 各 两 次 .为 什么 模 11 的 乖 法 表 中 , 任 


一 了 一 


人 


一 行 同一 个 数 不 可 能 出 现 两 次 ? 


， 每 一 行 有 多 少 个 小 于 11 的 数 ? 

. 长 对 角 线 上 的 任 一 个 数 ,是 一 个 数 自 乘 , 即 是 完全 平方 . 
， 在 第 四 行 , 哪 对 数 产生 1? 

.比较 问题 5, 例 外 的 数 是 1 与 p -1. 
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[134] 


再 加 4 个 三 角形 (在 第 一 个 图 中 用 串 线 表示 ), 诛 先 的 图 
变 得 对 称 多 了 .在 第 二 个 图 中 ,完整 的 图 形 , 对 称 性 更 加 清 
楚 , 其 中 四 个 标 出 的 点 显然 在 大 正方 形 的 对 角 线 上 . 
六 个 面 , 如 果 立 方 性 足够 大 ,而 且 你 呆 在 立方 体 里 面 的 一 个 
角落 上 ,( 试 站 在 一 间 大 的 长 方形 房间 的 一 个 角落 上 ;你 能 看 
到 所 有 六 个 面 .) 

. 离 桌 面 最 远 的 顶点 ,高 度 等 于 其 他 两 个 顶点 的 高 度 的 和 . 

这 个 图 只 画 出 盒 底 .4C 与 80 是 平行 的 ,所 以 从 4 移 到 
C 或 从 号 移 到 五 , 升 高 相同 的 量 .从 4 移 色 8 与 从 C 移 到 
站 ,情况 类 做 , 从 4 到 召 与 从 4 到 C 的 升 高 的 和 等 于 从 A 到 
D 的 升 高 . 
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4， 想 一 个 合意 的 在 153 与 482 之 间 的 整数 ,譬如 说 200. 从 153 
到 200 是 47, 从 200 到 482 是 282. 把 47 与 282 加 在 一 起 ,总 
“ 昨 高 "是 329. 
这样 相 加 ,是 养 懂 减法 的 最 容易 的 方法 . 当 店 主 找 钱 给 
你 时 ,实际 上 就 用 这 个 方法 .) [135] 


了 人 -一 二 


都 能 , 这些 图 告诉 你 怎样 急 . 三 角形 可 以 在 任 一 充分 太 
立方 体 上 切 出 来 ,能 切 出 所 述 和 矩形 的 立方 体 大 小 只 有 一 种 . 

正六 边 形 可 以 用 四 种 方法 切 出 来 ,它们 互相 等 价 .正六 
边 形 的 六 个 顶点 是 立方 体 六 条 边 的 中 点 ,并 把 立方 体 平分 成 
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相同 的 两 半 ， 


把 结 展 平 同时 轻 轻 地 拉 开 两 端 ,这 个 正 五 边 形 就 出 更 了 . 


第 工 章 

1. 任 一 凸 五 边 形 生成 三 
个 三 角形 ,内 角 和 为 6 
个 直角 , 即 5407. 


一 个 边 的 西 多 
“、 边 形 生成 n -2 个 
三 角形 , 内 角 和 为 
2n -4 个 直角 , 即 
(180n - 360)°. 


[136] 
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庆生 


3. 第 三 个 中 是 立方 体 的 影子 , 沿 一 条 面 的 对 角 线 看 (她 左 图 所 
示 ). 


a 
第 二 个 是 沿 一 条 长 对 角色 看 的 影子 ,如 右 图 所 示 、 
第 一 个 影子 在 比例 上 长 比 宽大 得 多 ,所 以 它 不 是 任何 方 
向 的 影子 .可 从 通过 从 一 条 边 上 切 下 一 段 而 切 出 立方 体 的 长 
而 洲 的 矩形 截面 ,但 这 些 论 窄 的 截面 并 不 投射 出 不 同 的 阴 
影 . 


每 个 六 边 形 是 一 个 立方 体 的 外 廓 .整个 堆 看 上 去 就 像 这 
样 , 当 你 的 头脑 不 能 判断 特定 的 立方 体 是 进入 纸 面 或 从 纸 面 
出 来 时 就 产生 一 个 众所周知 的 视觉 错觉 . 


5， 可 以 装 十 六 个 较 小 的 三 角形 ,如 图 : s : 


DD 原文 将 第 二 ,第 三 搞 频 倒 了 ,我 们 作 了 更 改 .一 一 译 者 注 
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数学 与 联想 


6 考虑 这 个 三 角形 内 的 这 些 点 .它们 选 
在 位 于 三 角形 网 格 的 交点 上 ,因而 从 
每 一 个 点 到 边 的 距离 是 一 个 小 三 角 
形 的 高 的 悦 数 . 

进一步 说 , 当 从 一 个 点 称 向 男 一 
个 点 时 ,距离 的 总 和 不 变 , 因 为 这 两 个 点 位 于 平行 于 一 条 边 
的 直线 上 .而 至 多 两 次 沿 荐 平行 于 边 的 线 移动 ,总 可 以 从 网 
格 的 一 个 交点 移 到 另 一 个 交点 .于 是 ,只 要 点 选 在 网 烙 的 交 
1137] 点 上 ,线段 的 长 度 和 就 不 会 改变 .由 于 网 格 要 多 细 就 可 以 多 
细 , 所 以 网 格 可 以 任意 接近 三 角形 内 任 两 个 点 ,于 是 ,不 管 两 
个 点 被 选 在 什么 地 方 ,结论 都 成 立 ， 


第 2 章 


做 一 个 拼花 ,然后 把 任意 一 组 来 自 四 个 相 邻 希 腊 十 字 的 
对 应 点 连接 起 来 ,如 这 个 图 所 示 . 


ss 


显然 ,两 种 颜色 可 以 轮换 ， L138] 


这 个 图 显示 了 正好 四 个 相 邻 正方 形 的 运动 ,整个 正方 形 
拼花 以 相同 方式 运动 . 


这 个 图 显示 了 # 个 六 边 形 怎 样 绕 一 个 六 边 形 运动 . 整 
个 拼花 以 同样 方式 展开 ,然后 又 合拢 ,如 问题 4 的 正方 形 . 


在 一 个 立方 体内 可 以 内 接 两 个 四 面体 ,根据 选取 哪 一 组 
[139]  ” 面 的 ) 对 角 相 对 的 顶点 作 (由 面体 的 } 顶 点 而 定 . 
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第 3 章 1. 


NA 


轴 连 接 对 边 中 点 . 如 果 四 面体 是 像 第 2 章 问题 6 那样 ， 
由 切 去 立方 体 的 角 而 得 到 的 ,那么 ,四 面体 的 这 三 条 轴 是 立 
方 体 对 面 中 心 的 连 线 . 


通过 边 的 中 点 , 切 去 四 个 角 . 
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[140] 


这 是 四 面体 与 在 形成 四 面体 时 ,立方 体 切 下 的 4 个 被 
锥 中 的 一 个 ， 每 个 棱锥 有 立方 体 的 半 个 底面 ， 所 以 它 的 体 


积 是 整个 立方 体 的 一 半 的 三 分 之 一 ， 即 二 .因此 ， 四 个 楼 
锥 合 起 来 是 立方 体 的 全， 从 而 ， 四 面体 是 余下 的 名 ， 即 立 
方 体 的 记 ， 


， 如 问题 2, 切 下 角 产 生 5 块 .每 个 小 四 面体 是 原先 四 面体 在 


每 个 方向 上 的 一 半 , 因 此 体积 只 有 于. 

于 是 ,四 个 小 四 面体 正好 拼 成 原 四 面体 的 一 半 ,中 间 的 
八 面 体 构成 其 余 的 一 半 . 把 八 面体 同一 个 小 四 面体 比较 ,小 
四 面体 与 人 面体 的 棱 长 相同 ,体积 的 比 是 4 : 1. 


这 里 是 内 接 于 4 个 相 邻 立方 体 的 4 个 四 而 体 .造成 的 空 
洞 是 一 个 楼 锥 ,并 且 是 半 个 八 面 体 . 在 上 面 一 屋 加 上 去 以 后 ， 
构成 一 个 完整 的 八 面体 . 


. 使 正四 面体 的 一 对 对 边 平行 于 桌面 ,然后 在 一 半 的 地 方 水 平 


地 切 开 .截面 是 一 个 正方 形 . 
由 于 有 三 对 可 以 选 来 使 用 的 对 边 , 所 以 有 三 个 可 能 的 正 
方形 截面 . 
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a 


mA 


类 似 地 ,将 八 面体 的 一 面 放 在 桌面 上 ,然后 在 一 半 的 地 
方 水 平地 切 . 切 到 六 个 面 ,产生 一 个 正六 边 形 . 有 四 种 方法 安 
放 作 面体 ,所 以 有 四 个 六 边 形 的 截面 . 


第 4 章 
1. 


纸 片 的 一 个 角 画 出 半 辆 .图 钉 所 在 的 点 是 直径 的 两 个 端 
点 . 


把 一 只 图 规 的 一 只 脚 放 在 两 个 图 钉 连 线 的 中 点 上 ( 它 就 
是 半圆 的 圆心 ) ,很 容易 检验 它 的 确 是 圆 . 
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[141] 


顶点 画 出 圆 的 一 部 分 ,如 果 这 角度 小 于 直角 , 画 出 比 半 
贺 大 的 图 统 ,如 果 大 于 直角 , 画 出 比 半 赚 小 的 回 统 ， 

通过 试验 ,十 分 精确 地 求 出 圆心 ,你 就 能 确认 , 它 的 确 是 
圆 . 


九 点 共 圆 . 这 个 圆 的 圆心 是 点 了 与 外 接 贺 (过 三 角形 三 
个 顶点 的 唯一 贺 ) 贺 心 的 中 点 , 它 的 半径 是 外 接 圆 半径 的 一 
半 . 


Fi ~、 
- ~ 
EA 、 
只 
/ 
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和 
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1 
An 和 
\ A 
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~ 


这 些 点 都 在 一 个 圆 上 ,在 这 个 图 中 ,4 ,B 连 线 上 符合 条 
忻 的 两 点 是 P 与 9. 圆心 是 PQ 的 中 点 . 
5.， 当 绳子 在 笔直 的 海岸 线 上 形成 半圆 时 , 安 尼 斯 园 出 最 大 的 面 
积 . 
6. 在 四 个 预 点 共 圆 时 ,四边 形 的 面积 达到 最 大 值 . 


第 5 章 
1. 


“ 切 去 "恰好 合适 的 量 ,每 个 顶点 被 一 个 正方 形 代替 , 正 
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把 六 边 形 移 开 , 移 开 的 下 离 等 于 边 长 ,在 每 对 六 边 形 之 
间 可 以 填 入 一 个 完整 的 正方 形 , 它 的 顶点 之 间 的 空间 填 上 一 
个 等 边 三 角形 . 

然而 ,把 六 边 形 移 开 适当 小 的 量 , 可 以 填 入 若干 个 正方 
形 , 事 实 上 可 以 填 两 个 以 上 的 任意 多 个 正方 形 . 这 图 显示 在 
每 对 边 之 间 有 四 个 正方 形 . 另 一 方面 ,把 六 边 形 移 开 更 多 ,可 
以 填 入 一 行 正方 形 与 这 行 成 直角 . 

只 有 第 一 个 解 的 图 显示 出 一 个 半 规 则 拼花 ,其 中 相同 的 
正 多 边 形 按 相同 次 序 围绕 着 每 一 个 顶点 . 


‘CR CT 


恰好 有 三 种 方式 使 正六 边 形 与 等 边 三 角形 能 绕 着 顶点 
[143] 撞 . 
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第 一 种 可 能 不 导致 任 一 种 半 规 则 拼花 ,第 二 种 导致 两 个 
可 能 的 拼花 ,它们 互相 成 为 镜 象 ,所 以 很 多 人 会 说 它们 本 质 
上 是 同一 种 ， 

第 三 种 可 能 导致 唯一 的 一 种 拼花 . 


SR 


如 果 把 每 一 个 选 出 来 的 项 点 与 最 靠近 的 顶点 连接 起 来 ， 
结果 是 等 边 三 角形 拼花 然而， 它们 也 可 以 像 第 二 个 图 那 
样 连 接 ， 或 者 按 别 的 方式 连接 ， 连 接 顶 点 的 方法 不 是 唯一 
的 . 
5. 如果 每 一 个 选中 的 点 与 离 它 最 近 的 四 个 点 连接 起 来 ,它们 形 
成 正方 形 拼花 ,但 这 种 连接 方法 不 是 唯一 的 可 能 ， 
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[144] 


6， 每 一 种 情况 的 答案 都 是 “能 " ,而 且 方 法 有 若干 种 .这 里 就 是 
对 每 一 个 问题 的 一 种 可 能 性 . 


多 


1， 在 每 个 顶点 处 三 角形 的 三 个 角 各 出 现 两 次 ,所 以 每 个 三 角形 
的 内 角 和 的 两 售 是 360F ,三 角形 的 内 角 和 是 180P， 
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和 是 360F . 


3. 阿 拔 尔 “ 瓦 发 的 图 是 用 另 一 种 方式 看 著名 的 两 种 尺寸 的 正 
方形 拼花 . 阿 找 尔 : 天 发 是 沿 着 四 个 对 应 点 的 连 线 切 的 . [145] 
#44. 这 画 成 三 维 模型 的 是 原 图 .从 点 和 出 发 的 三 条 腿 构 成 三 楼 
锥 的 校 , 从 于 点 引出 的 三 条 腿 被 上 平面 切 得 上 三 角形 .下 三 
角形 是 棱锥 的 底 ， 
两 个 平面 交 于 直线 上 .楼 AB 与 DE 交 于 L 上 的 P 点 ,上 
平面 , 校 锥 底 所 在 平面 以 及 棱锥 的 侧面 ABDE 都 会 于 这 点 . 
楼 BC 和 EF 交 于 @ 点 ,上 平面 ,底面 和 棱锥 的 侧面 
BCEF 会 于 这 点 .类 似 地 ,楼 C4 与 FD 交 于 点 民 ， 
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5. 每 行 是 上 一 行 相 邻 两 数 的 差 .为 了 在 最 上 面 一 行 中 求 出 下 一 
个 数 ,应 把 全 是 24 和 全 是 0 的 两 行 继续 写 下 去 ,然后 把 24 
加 到 102 上 ,向 前 逆 推 ,如 此 继续 下 去 ;: 


0 1 12 好 208 525 1116 2107 


6 通过 求 出 相继 两 项 的 差 ,将 模式 造 得 尽 可 能 远 .我 们 就 得 到 
表 : 


[146] 


如 果 模 式 与 问题 5 属于 同一 种 ,那么 全 是 0 与 全 是 6 的 
行 一 定向 右 穿 过 这 玫 . 向 前 道 推 , 表 中 所 缺 的 部 分 就 能 重新 
造 出 来 ,如 : 


第 7 章 

1. 这 是 个 轮胎 ,或 者 叫做 环 面 
或 圈 饼 . 如 果 像 这 样 在 环 面 
走 一 图 ,那么 , 环 的 表面 不 被 
分 成 两 全 部 分 ,而 这 个 加 可 
以 说 没有 内 外 的 区 别 ， 


2. 和 角 PTQ 总 是 相同 的 . 如 果 三 个 点 
都 与 圆心 相连 ,做 成 3 个 等 稻 三 角 
形 , 便 可 看 出 这 一 点 . 比较 第 4 章 
问题 2， 

用 黑 点 标 出 的 角 不 变 . 三 角形 
PTQ 的 肉 角 和 不 变 , 因 8 为 它 总 是 
180P. 所 以 角 a,o,5,b 的 和 不 变 , 于 是 ,一 PTO = a+D8 不 
恋 ， 
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Cc 


A0 与 BP ,AR 与 CP ,BR 与 C0 的 交点 总 是 在 一 条 直线 
上 .依照 发 现 它 的 希腊 几何 学 家 的 名 字 , 这 条 定理 称 为 帕 普 

L147] 斯 定理 . 
4， 当 务 子 与 分 母 同 时 乘 以 或 同时 除 以 同一 个 数 时 ,分数 的 值 不 


变 . 例 如 ,一 ,分 别 用 2,3,4,6 与 12 同 除 分 子 与 分 母 ,可 以 


5. 极 归 出 值 是 关于 开头 开 个 煞 的 不 变量 .不 管 开头 的 几 个 数 邵 
何 选取 ,比值 趋向 黄金 比 ， 


6， 不管 原 三 角形 是 什么 样 的 ,三 条 高 总 是 交 于 一 点 ， 
C 


第 8 章 
1. 圆 内 接 四 边 形 的 一 对 对 角 和 是 180*( 第 1 章 第 14~ 15 页 ), 由 
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于 角 PP 与 0 相等 ,每 一 个 必 为 WF. 这 “半圆 上 的 角 是 直角 ”被 


认为 是 最 时 的 希腊 数学 家 之 一 泰 尔 斯 (Thales, 公 元 前 
624? 一 公元 前 546) 发 现 的 . 


Dy 


2， 是 的 , 帕 普 斯 定理 对 任意 圆 欠 截 线 都 成 立 , 即 使 只 在 圆 或 柄 
贺 上 验证 .这 里 是 一 个 说 明 . 
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ao AKLAN 
越 变 越 大 的 三 个 圆 在 极限 情况 下 变 成 直线 ,这 种 结果 如 
图 , POR 可 以 是 任意 三 角形 .和 前 面 一 样 ,直线 4D ,BE 与 


[148] CF 相交 于 一 点 ， 
4. 


ey/ 


这 个 定理 仍 成 立 . 它 就 是 说 ,如 果 两 个 等 边 三 角形 作 在 
另 一 个 等 边 三 角形 的 底 边 的 两 部 分 上 ,它们 的 中 心 构成 第 四 
个 等 边 三 角形 . 
5s5， 托 勒 密 定 理 说 48 x CD+4DxBC=daCx 有 了 .由 于 矩形 的 
对 边 相 等 ,对 角 线 也 相等 ,并 在 这 种 情况 下 ,对 角 线 一 定 是 图 
的 直径 . 托 勒 帘 定 理 变 成 : 
AB? + AD? = BD2. 


这 就 是 关于 三 角形 45D 的 毕 达 哥 拉 斯 定理 , 如 果 我 们 
并 不 知道 因为 BD 是 直径 所 以 一 B4D 是 直角 ,那么 ,这 个 结 
这 会 告诉 我 们 它 是 相关 ,因为 毕 达 哥 拉 斯 定理 的 逆 定 理 也 成 
立 , 即 如 果 4B2+ AD? = 5BD12, 那 么 ,一 4BD 是 直角 
6， 当 相似 三 角形 逝 化 成 线段 时 ,它们 变 成 分 为 相同 比 的 线段 ， 
在 这 个 图 里 , 原 阴 影 三 角形 的 对 应 项 点 用 线段 相连 ,这 些 线 
段 被 分 成 2:1. 作 为 解释 , 即 从 左 向 右 是 线段 长 的 三 分 之 二 ， 
如 所 预期 的 ,三 个 分 点 是 与 原 阴影 的 一 对 三 角形 相似 的 另 一 
个 三 角形 的 顶点 . 


襄 欢 自己 画图 的 读者 可 能 喜欢 做 试验 ;让 原 阴影 三 角形 
的 两 个 顶点 移 近 ,然后 重合 . 这 个 结果 是 拿破仑 定理 的 推广 . [149] 


第 9 章 
1. 把 顺 排 与 道 排 的 两 个 级 数 加 起 来 ,如 ， 
1+2+3+4+3+6+7+8+9+10， 
10+9+8+7+64+5+4+3+2+1, 
11+1lli+lli+ll+tii+lil+lli+lli+il+ll=110. 
于 是 ,原来 的 和 是 这 个 和 的 一 半 , 即 55. 
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当 越 来 越 多 的 小 块 填充 进去 时 ,余下 的 空间 同 已 填 的 面 
积 形状 恰好 一 样 ,只 多 中 心 的 一 小 块 ,在 那里 “活动 "还 在 进 
行 . 


上 面 的 正方 形 系列 同 下 面 的 矩形 系列 恰好 两 两 相配 ,但 
每 个 正方 形 是 相应 的 矩形 面积 的 一 半 . 

于 是 ,这 条 线 把 整个 正方 形 分 成 两 部 分 ,其 中 的 一 部 分 
是 另 一 部 分 的 两 倍 .所 以 上 面 正方 形 系列 的 和 是 正方 形 的 江 
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分 之 一 ,而 下 面 矩 形 系列 的 和 是 三 分 之 二 . 
二 


OD EID CTD + GCT 


从 堪 端 取 “1” ,从 另 一 端 取 “1+2” ,然后 从 左边 取 “2 +3?” ,如 
此 等 等 ， 
总 和 是 1+3+5+7+9. [150) 


5. 级 数 的 涉 一 项 “1” 在 中 心 位置 上 . 围 着 它 的 方 环 分 别 有 8， 
16,24,32, 与 和 个 正方 形 .五 个 环 , 加 上 中 心 正方 形 收成 一 
个 11x11 的 大 正方 形 . 

€。 这 一 系列 的 工 形 向 右上 角 无 限 地 继续 下 去 . 


最 大 的 工 型 是 整个 正方 形 的 六, 次 大 的 是 玄 , 如 此 等 等 


第 区 章 

1, 对 .这 就 是 叙述 通常 求 矩形 面积 的 规则 ， 

2. 对 .由 于 它们 都 是 边 的 端点 ,为 了 同 地 图 的 顶点 对 应 , 树 的 端 
点 与 它 的 分 支点 必须 算 在 一 起 . 
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为 了 清楚 地 看 到 对 应 ,从 刚好 够 数 的 边 上 各 奶 开 一 小 肛 
使 得 地 图 的 所 有 区 域 均 与 外 面相 连 , 这 样 一 来 地 图 变 成 了 
树 ,围绕 树 的 空间 算 一 个 区 域 . 

每 切 掉 一 段 , 一 条 边 变 成 了 两 条 ,一 个 区 域 消失 了 ,端点 
数 增加 了 两 个 ,总 起 来 说 ,V+ RR 与 E+2 的 差 仍 旧 是 零 . 


3. 


[151] 


S， 


把 每 个 点 同 原点 连接 起 来 ,然后 作成 一 个 平行 四 边 形 ， 
如 图 所 示 .这 个 平行 四 边 形 的 远 项 点 是 原先 两 个 点 的 “和 ”. 


. 把 n? 写成 二 (2n2+ 0) ,模式 成 为: 


三 角形 数 平方 数 五 边 形 数 六 按 形 数 

二 CO2+ln) (2n2 +0n) 广 (302- lm) 了 (4n2-2n) 
六 边 形 数 的 公式 简化 为 2n2 -n. 

每 一 对 数 总 是 相同 的 . 可 以 这 样 看 出 :考虑 放 肥 和 皂 泡 与 树 的 


和 


边 的 过 程 ,一 次 一 个 { 或 一 条 ). 首先 决定 有 多 少 个 肥皂 泡 不 
在 任何 其 他 肥皂 泡 里 边 ,有 和 多少 条 边 在 树 根 上 相交 
然后 ,在 边 的 端点 接 鞋 的 新 边 的 个 数 与 直接 放 入 先前 肥 
皂 泡 里 的 肥皂 泡 的 个 数 相等 . 
6.“ 两 个 数 的 平均 值 比 这 两 个 数 ,等 同 于 在 刻度 尺 或 数 轴 上 ,两 
数 中 点 的 位 置 比 这 两 个 数 的 位 置 .” 
(显然 还 有 别 的 可 能 的 措 词 , ) 


第 谍 章 

1. 论证 只 在 作为 求 近 似 解 的 方法 时 是 合理 的 ， 解 题 者 找到 一 
块 小 面积 ， 它 在 每 张 地 图 上 的 坐标 大 致 相同 . 它 不 能 对 公 
共 点 的 位 置 作 精 确 的 计算 ,事实 上 ， 它 根本 没有 证 明 公 共 
点 存在 . 


只 要 原先 的 小 地 图 确实 整个 地 在 大 地 图 里 而 ,二 维 的 类 
比 成 立 , 因 为 问题 的 论证 仍然 有 效 ,在 两 条 直线 不 平行 时 ,只 
要 选择 一 个 方向 ,用 它 " 对 应 ”. 从 而 ,一 维 的 论证 可 以 分 开 来 
应 用 于 每 张 地 图 平行 于 上 、 下 边 的 直线 及 平行 于 左右 边 的 直 
钱 ， 
3. 这 是 对 的 .如 果 地 图 不 完全 重要 ,有 了 时 没有 公共 点 .为 了 检验 
会 共 点 的 存在 性 ,在 大 地 图 上 划 掉 一 部 分 面积 , 它 对 应 于 小 
地 图 溢出 边界 的 部 分 .结果 仍 是 两 张 地 图 ,不 再 是 矩形 的 .如 
果 小 地 图 整个 在 大 地 图 里 面 ,那么 可 以 用 另 一 些 问题 的 论 
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[152] 


这 个 论证 正确 ,如 果 公 共 点 确实 存在 , 如 果 系 列 中 充分 
小 的 地 图 完全 不 与 原先 的 地 图 重 屋 ,这 就 证 明 不 会 有 公共 
点 . 
5。 如 果 公 共 点 存在 ,这 种 几何 作 图 一 一 细节 仍 有 待 于 详 述 一 一 
可 以 作出 它 . 但 公共 点 是 否 存 在 却 什 么 也 没有 说 . 
6。 如 果 公 共 点 存在 ,这 个 解法 可 以 求 出 公共 点 ,但 它 也 未 能 证 
明 这 个 点 是 否 存 在 . 
结论 :为 了 发 现 公 共 点 是 否 存 在 ,用 问题 2 的 论证 { 解 
法 ). 如 果 点 真 的 存在 ,那么 ,可 用 上 述 后 三 个 论证 中 的 任何 
一 个 求 出 它 的 确切 位 置 . 


第 12 章 
1， 所 求 的 点 离 B 是 离 4 的 两 傍 , 所 以 不 足 为 奇 ,给 4 的 重量 是 


B 的 两 倍 , 俐 可 算出 这 点 . 
计算 2x {2,2)+ 《8,14) 并 将 管 数 除 以 3. 
2x (2,2) + (8,14) = (12,18),(12,18) + 3= (4,6). 


把 4 与 B 的 作用 对 换 一 下 就 产生 离 4 是 离 B 的 两 倍 的 
点 : 

(2,2) +2x(8,14) = (18,30),(18,30) =3=(6,10). 

2，, 蚌 的 ,它们 都 在 一 条 直线 上 ,这 条 直线 君 上 去 像 有 两 级 形状 

相同 但 一 个 是 另 一 个 两 和合 长 的 楼 祷 . 

这 可 以 算出 ,不 需 这 样 画 图 .从 点 (6,1) 到 点 (16,7) 是 
认 右 6 上 ,从 点 (16,7) 到 点 (21,10) 是 5 右 3 上 ,正好 是 大 人 台 
阶 的 一 半 . 所 以 台阶 形状 相同 ,它们 都 在 一 条 直线 上 . 


es 


3。 从 一 点 到 下 一 点 的 移动 是 ,3 右 2 上 ,3 右 2 上 ,3 右 3 上 及 3 
右 1 上 .第 一 个 变化 在 第 三 次 移动 上 ,3 右 3 上 .只 要 点 (10， 
8) 用 (10,7) 来 代替 ,那么 这 变 成 3 右 2 上 ,而 且 由 它 到 点 
《13,9) 的 最 后 一 个 移动 也 是 如 此 , 画 一 个 图 可 以 验证 这 给 出 
了 答案 ,点 (10,83) 不 在 这 线 上 ,这 条 直 钱 通过 所 有 共 他 点 . 
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加 


4. 如 果 将 三 角形 的 每 个 顶点 与 对 边 中 点 用 直线 连接 起 来 ,这 三 
条 线 都 过 同一 点 ,这 一 点 称 为 三 角形 的 重心 . 这 个 点 正 是 使 
三 角形 达到 平衡 的 点 .问题 中 的 计算 求 出 这 个 点 的 位 置 . 


5。 能 ,只 要 在 两 个 点 的 “平均 ”(6,5) 处 放 余 下 的 点 (3,8) 的 重量 
的 两 倍 .于 是 ,计算 是 : 
2x (6,5) + (3,8) = (15,18),(15,18) :3= {5,6), 
(5,6) 是 这 三 个 点 的 平均 ,而 且 是 这 三 角形 的 重心 ,不 论 平均 
为 (6,5) 的 那 一 对 点 如 何 选 ， 
5。 对 的 ,但 点 (10,4) 除 外 .从 点 (2,4) 向 给 定点 的 移动 是 7 右 4 
上 ,4 右 7? 上 ,1 左上 及 8 右 0 上; 
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由 毕 达 哥 拉 斯 定理 ,从 点 (2,4) 到 每 一 点 的 距离 平方 是 
72+ 和 ,和 + 天 ,+ 及 于 + 除去 最 后 一 个 应 该 去 掉 的 
不 合格 的 数 ,它们 都 等 于 65. 


[154] 


第 13 章 
1. 从 每 一 个 重量 取出 1 千克 重 ,它们 等 价 于 在 中 点 有 2 千克 


一 对 2 千克 重 现在 等 价 于 4 千克 重 , 如 图 所 示 . 


4kg #4kg 
一 对 4 千克 重 现在 在 它们 的 中 点 平衡 ,于 是 ,这 点 也 是 
原先 重量 的 平衡 点 . 
EE EE 
kg 8kg 3kg 
2. 把 2 千克 重 分 为 两 个 1 千克 重 ,如 图 所 示 , 这 个 图 中 ,连接 中 
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心 的 线 已 经 被 分 成 n 个 入 .左边 与 右边 的 1 千克 重 现在 等 价 
于 在 中 点 的 2 千克 重 ,与 第 三 个 1 千克 重 在 相同 的 位 置 上 . 


于 是 ,原先 的 重量 在 离 1 千克 重 为 离 2 千克 重 两 倍 的 点 
上 取得 平衡 . 


3， 它 们 中 的 任意 一 对 等 价 于 在 它们 的 边 的 中 点 上 放 2 千克 重 ， 


按照 问题 2, 这 两 个 重量 将 在 从 2 干 克 重 到 另 一 个 顶点 
[445] 虐 离 的 三 分 之 一 处 取得 平衡 . 
4. 由 实际 画图 得 中 点 是 (5,3). 也 可 以 这 样 来 算 : 取 3 与 7 的 平 
均 数 (5), 以 及 2 与 4 的 平均 数 (3). 
增加 第 三 个 点 (2,6) 时 ,为 了 求 平衡 点 ,我 们 可 以 仿照 问 
题 2, 求 出 从 点 (5,3) 到 点 (2,6) 的 三 分 之 -- 处 的 点 .从 5 到 2 
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本 尖 租 答 


的 三 分 之 一 处 是 4, 从 3 到 和 6 的 三 分 之 一 处 也 是 4. 所 以 这 些 
点 在 点 (4,4) 平 衡 . 
一 种 更 直接 但 不 大 显然 的 算法 是 计算 ; 


了 (3+7+2)=4 及 了 (2+4+6)=4， 


这 个 问题 实际 上 与 前 一 章 问 题 5 相同 ， 
5. 把 木 条 分 成 适当 包 的 部 分 ,究竟 分 成 几 少 部 分 要 看 木 条 有 欠 
重 , 你 的 小 秤 可 以 秤 多 少 重量 .例如 ,分 成 11 份 也 许 足够 了 : 


9 


把 模 形 支承 放 在 第 5 条 分 线 下 面 .现在 10 个 部 分 在 攀 
形 支 藉 上 平衡 .你 要 做 的 是 把 释 直 接 系 在 第 11 份 的 中 点 上 
面 , 称 出 第 11 份 的 重量 , 现在 整个 木 条 平衡 了 , 它 的 总 重量 
是 秤 上 读数 的 11 信 . 
和 4， 可 以 .简单 的 答案 是 国 为 重量 到 支承 的 距离 与 对 面 重 量 到 支 
承 的 距离 成 比例 ,怎样 证 明 这 一 点 使 铺 论 成 立 ? 
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从 9 千克 重 中 分 出 对 面 重量 的 两 倍 ,4 千克 重 , 把 它 像 
图 中 那样 分 配 , 外 侧 的 一 对 2 千克 重 在 支承 上 平衡 ,于 是 , 问 
题 化 为 更 简单 的 余下 的 5 千克 重 与 2 千克 重 的 平衡 问题 . 
6 4 2 0 2 4 6 


1 


重复 前 面 的 过 程 ,分 出 并 重新 分 配 一 对 2 千克 重 ,那么 ， 
问题 化 为 在 1 处 的 2 千克 重 和 在 2 处 的 1 千克 重 ,我 们 知道 
这 些 重 量 的 确 是 平衡 的 . 

这 个 过 程 应 用 到 任意 一 对 初始 重量 ,每 一 个 重量 与 支承 
的 距离 与 男 一 个 重量 到 支承 的 虐 离 成 比例 ,每 个 问题 化 为 重 
量 较 小 的 辕 样 问题 ,…… 最 终 取决 于 最 简单 的 已 经 解决 的 一 
类 间 题 . 


第 14 章 
1， 都 是 . 
2、ta) 与 (b) 正 确 但 (c) 不 对 ,因为 “ 差 ” 可 能 是 指 它们 之 间 的 正 


的 差 ,也 可 以 是 从 一 个 中 减 去 另 一 个 ,在 这 个 情况 下 与 次 序 


- 《ec). 电 于 陈述 中 没有 说 是 内 角 等 于 直角 ,有 


无 穷 多 个 满足 条 件 的 多 边 形 不 是 正方 形 . 
最 简单 的 是 希腊 十 字 , 由 5 个 完全 相同 的 正 
方形 组 成 ,这 里 是 一 个 更 复杂 些 的 例子 . 


一 212 一 


6， 部 对 ,只 要 能 解释 一 些 负数 的 性 质 .如 果 两 个 负数 都 是 温度 ， 
那么 ,它们 的 乘积 是 什么 不 清楚 了 .这 些 情 况 中 没有 一 种 能 
容易 地 解释 负数 的 平方 根 ， 


第 15 章 
1, 杜 登 尼 用 的 方法 , 称 为 他 的 “ 钮 扣 与 线 " 法 ,首先 他 在 板 上 夯 
出 所 有 可 能 的 马 步 ,这 些 直线 即 所 谓 的 线 . 
然后 他 拉 开 这 些 线形 成 一 个 简单 的 图 ,在 圈 上 他 标 出 了 
四 匹 马 的 位 置 . 


现在 很 容易 看 出 来 最 小 解 只 需 走 7 步 ( 记 住 用 同一 个 棋 
子 连 续 地 跳 算 作 一 步 ). 


2，(a) 与 (e) 等 价 , 因 为 八 个 二 进 制 数 可 以 放 在 立方 体 的 项 点 上 
使 相 邻 顶点 拾 好 有 两 对 数字 相同 ,如 ， 
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(b) 与 (d) 等 价 , 因 为 这 是 任意 二 次 方程 的 性 质 , 当 方程 
写成 本 题 形式 时 ,两 根 的 和 是 右边 项 的 系数 ,而 它们 的 积 是 
左边 的 常数 项 . 

例如 ,在 方程 p2+12=7p 中 ,两 根 和 是 了 ,它们 的 积 是 
12, 所 以 容易 看 出 它们 是 3 与 4， 

(cj 与 (六 等 价 ,因为 两 个 数 的 积 可 以 表示 成 矩形 的 面 
积 , 它 的 边 是 这 两 个 数 .说 它们 的 和 是 10 等 于 说 绕 下 形 一 
周 ,两 条 不 同 边 都 算 两 次 ,所 走 长 是 2x 10= 20. 当 两 个 数 相 
等 时 ,它们 的 积 取得 最 大 值 , 矩 形成 为 正方 形 . 


第 16 章 9 
1, 

于 二 二 
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在 这 个 图 中 ,它们 的 图 象 
定 穿 过 曲线 ,有 时 它 
与 曲线 相交 于 两 个 点 
线 C), 在 这 种 情况 ， 


不 管 p +g 与 pg 的 值 是 什么 ， 
总 是 关于 对 称 轴 对 称 的 .然而 ,直线 不 一 
在 左 于 方 离 曲 线 很 远 (直线 4 ), 有 时 它 
(直线 8). 而 有 了 时 它 怡 好 与 曲线 相 切 ( 直 
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=5 表示 抛物 线 的 轴 , 它 正好 在 使 *2+ 
半 的 地 方 ， 


时 


由 于 3 与 了 的 和 是 10,3 与 7 的 平均 值 将 是 10 的 一 半 ， 


即 5. 在 这 个 图 中 


个 点 之 间 一 


21 ~ 10x 等 于 等 的 两 


醒目 国 ， [Tt 
| L | 
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抛物 线 的 最 低 点 到 原点 的 距离 是 21, 不 管 这 直线 画 在 
哪里 .在 现在 的 情况 ,3 与 7 是 两 个 点 到 抛物 线 的 对 称 轴 的 
距离 ,几何 解释 是 45 x CD =21. 

如 果 认 识 到 21 的 图 解 只 依赖 于 抛物 线 ,这 就 变 得 更 加 
有 趣 了 .直线 的 位 置 完全 没有 影响 ,任何 一 条 线 都 是 这 样 . 


国 
Ti 
[Tr 
国 上 二 
CL 
pd 
时 | 
[| | 
2 
LL 
上 
33 
L | | 
国 国 
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一 般 地 ,这 意味 着 如 果 画 出 任意 一 条 抛物 线 ,然后 画 经 
过 它 轴 上 同一 点 的 若干 条 直线 ,那么 ,各 对 交点 到 轴 的 距离 
的 积 总 是 相同 的 . 


1 
1 
1 
| 
4 
| 
1 
1 
| 


Be- AB= EF- DE= HI- CH=IN-A 
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类 个 地 ,性 质 “ 解 的 和 只 依 束 于 直线 ” ,翻译 成 抛物 线 的 
这 条 性 质 ; 如 果 车 干 条 互相 平行 的 直线 与 抛物 线 相交 ,那么 ， 
交点 到 对 称 轴 的 座 离 的 和 是 常数 .至 于 这 些 距 离 是 到 轴 的 徘 
直 归 离 或 是 沿 着 直线 测量 的 耻 离 没有 关系 .但 , 轴 两 出 的 距 
离 ,必须 一 侧 算 正 , 另 一 侧 算 负 ， 

4. 当 x=1,2 及 5 时 ,x?+ 17x = 8x?2+ 10. 三 个 解 的 和 是 8, 而 
它们 的 积 是 10. 

5， 如 果 按 标准 规则 由 1,2 与 5 可 以 算出 17, 那 么 ,计算 必定 是 
对 称 的 ,因为 解 1,2,5 的 每 一 个 都 与 其 他 的 一 样 好 .事实 上 ， 
17=1lx2+2x5S$+5x1. 

6， 用 书 中 的 思想 , 解 称 为 7-x 与 了 +x ,它们 的 积 是 50; 

(7- x)(7T+ x) = 50, 


490— x*= 50, 
x2=—1, 
所 以 XE, 
因而 两 个 解 是 7- 与 了 + 以 两 个 复数 ,它们 不 能 在 数 
轴 上 标 出 来 ). [i601 


第 十 章 
1. 一 般 地 ,给 定 任意 四 个 数 , 总 可 以 找到 同 4n? 18n? + 32n - 
15 类 型 相同 的 三 次 公式 , 当 n =1,2,3 与 4 时 ,这 公式 得 出 
那 四 个 数 ， 
在 目前 的 情况 ,系数 4, - 18,32 与 - 15 是 仔细 选择 的 ， 
以 得 出 数值 3,9,27,81, 看 上 去 好 你 是 3 的 赛 的 数列 ,但 这 
只 是 错觉 . 当 n=5 时 ,表达 式 等 于 195. 


2、 汉 的 确 等 于 包 售 2 的 需 的 无 穷 级 数 的 和 ; 


1_.2 ,4 ,8 46 32 
49 ”100 ”10000 ”1000000 * 100000000 + 10000000000 + 
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数 举 与 里 扒 


4 
1000000000000 
因此 , 芍 的 十 进 小 数 , 像 这 样 写 下 2 的 短 并 把 它们 相 加 ， 
就 可 以 算出 来 : 
布 =0.02 


128 
256 
512 
1024 


0.020408163265306122 ..…. 


在 向 的 十 进 小 数 中 ,一 碰 到 2 的 等 次 互相 重 谷 (总 会 如 


此 ), 模 式 就 破坏 了 ,或 者 像 是 破坏 了 ， 
3. 有 的 ,模式 由 五 个 点 的 一 个 模式 的 两 个 复制 品 组 成 . 


xX 鳞 


4. 不 ,因为 数列 中 的 下 一 个 数 后 ,是 5x 13. 任 何 一 个 比 6 的 悦 
数 大 2 或 小 2 的 数 必定 是 偶数 ,一 个 比 6 的 倍数 大 3 鼓 小 3 
的 数 必 定 被 3 整除 . 
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给 是 提 竺 


四 此 ,所 有 素数 都 是 比 6 的 倍数 大 1 或 小 1 的 数 .这 个 
数列 中 的 数 恰 好 也 比 6 的 倍数 小 1. 由 于 有 相当 多 的 小 素数 
(因为 它们 可 能 有 的 因子 组 合 不 多 ),5,17,29,41,53 都 是 素 
数 就 不 奇怪 了 . E161] 

5、 四 边 形 的 内 角 和 是 360P 这 个 “事实 "可 3 
以 部 分 地 挽救 . 一 种 方法 是 把 角 想 成 
线 转 动 的 结果 , 例如 ,上 顺 时 针 转 动 算 入 4 
正 , 反 时 针 转 动 算 负 ， 

在 图 中 ,直线 1 顺 时 针 转 到 与 直线 
2 重合 ,所 以 角 a 是 正 的 .直线 2 反 时 针 
转 到 与 直线 3 重合 ,所 以 角 5 是 负 的 . 
类 似 地 , 角 e 是 负 的 ,而 角 d 是 正 的 ， 1 

如 果 现 在 我 们 把 角 加 起 来 ,结果 当然 不 会 是 36%, 实际 
上 它 是 .而 gp 或 360p 旋 转 意味 着 你 做 完 的 时 候 正 回 到 你 
的 起 点 ， 


比较 下 一 个 图 的 三 角形 ,就 会 看 到 a 
+b+e+z=0( 如 果 5 与 ce 算 作 负 的 ) 或 
a -8 -c+d=Q( 如 果 它 们 都 算 作 正 的 ). 
b+c+ 是 =180=a+ 着 + ,所 以 有 b+e 
=a+d;Ba-b-c+d=0. A 
6， 毫 不 麻 怪 ,数学 家 已 经 发 现 每 一 行 差 数 的 
第 一 个 数 显然 总 是 1, 这 个 “事实 "已 经 用 计算 机 一 直 检 验 到 
第 63418 行 .然而 ,没有 一 个 人 能 驶 证 明 它 永远 如 此 . 


第 18 章 

1， 藉 助 于 用 不 同 数 做 试验 ,可 以 验证 乘法 表 的 极其 重要 的 性 质 
是 :无 论 你 先 把 一 些 数 观 在 一 起 ,再 用 6 除 ,最 终 算 出 余数 ,还 
是 先 求 出 这 些 数 各 自 的 余数 ,再 把 它们 羔 在 一 起 ,然后 用 6 除 
求 出 余数 ,或 者 用 这 个 表 把 它们 的 余数 乘 起 来 ,都 没有 差别 . 
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2 . 


例如 ,7x5x10=350, 用 65 除 后 得 余数 2. 数 7,5 与 10 
用 5 除 后 余数 是 1,5 与 4. 而 1x5x4=20, 用 6 除 后 得 余数 
2., 最 后 ,由 表 查 出 ,1 x5=5 及 5x4=2. 管 案 相同 1 

两 张 表格 的 模式 的 差别 是 什么 ? 


2 
211 


左边 mod 6 的 乘法 表 是 一 张 更 有 活力 的 表 , 有 几 个 孤立 
的 零 , 在 一 些 行 与 列 中 有 一 些 重复 的 数 ， 

右边 是 mod 7 的 乘法 表 , 比 起 mod 6 的 表 , 它 显得 少 一 
点 生气 . 

6 与 7 之 间 的 重要 的 ,与 本 题 有 关 的 差别 在 6 是 合 数 ， 
等 于 2x3, 而 7 是 素数 ,除去 本 身 与 ] 没有 因子 . 


olololoiololo 
1 3 tt 
2 21415|8|[i0l1131sl719 
3 2 ts 
4 418 2 317| 
slolsholalolsls 217[11e| 
6 6 De sats 
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1019181716|514[312 
这 是 mod 11 的 正确 的 乘法 表 . 同 mod 7 的 表 一 样 ,在 
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零 行 与 零 列 之 外 不 会 零 ,因为 11 是 素数 ,在 任何 行 与 列 内 没 
有 数 重复 .问题 中 的 两 行 有 一 个 零 并 且 1,4,5,7 重复 出 现 
(更 不 用 说 有 一 个 12 了 ) ,所 以 是 错 的 


:mod 11 的 乘法 表 的 每 一 行 与 每 一 列 ,除去 仪 行 与 零 列 ,都 有 


10 个 位置 ,要 用 小 于 11 的 数 ( 没 有 零 与 重复 的 ) 去 填 . 所 以 
从 1 到 10 的 每 个 数 在 每 行 与 每 列 中 确实 只 出 现 一 次 . 


.为 了 便于 讨论 ,假定 n x n 被 11 除 后 余数 是 1, 于 是 1 出 现 


在 长 对 角 钱 的 第 n 行 与 第 ma 列 的 交叉 点 上 .于 是 , 差 az -1 
恰好 被 11 整除 也 应 该 是 对 的 . 

现在 ,用 一 点 众所周知 的 代数 ,n2-1= (n+1)(n -1), 
王 是 :如 果 n2 -1 可 以 被 11 整除 ,那么 ,素数 11 将 整除 n+ 
1 或 n--1 中 的 一 个 .这 是 不 可 能 的 ,因为 n+1 与 xa-1 这 
两 个 数 都 小 于 11, 除 非 4 +1=11,n=10, 或 -1=0,n= 
1, 我 们 已 经 知道 这 两 个 答案 ， 


- 想 一 下 mod p 的 乘法 表 . 每 一 行 按 某 种 次 序 包 含 数 1 到 


p -= 1. 特别 是 每 行 包含 一 个 1. 

1 出 现在 第 一 行 的 首位 及 最 后 一 行 的 末 位 .此 外 , 它 不 
出 现在 长 对 角 线 上 ,并 上 征 每 个 1 对 应 于 乘积 是 1 的 一 对 不 同 
的 数 . 

写 下 所 有 这 些 数 对 ,那么 ,从 2 到 p -2 的 数 都 会 被 包括 
在 内 . 

这 里 是 mod 11 的 表 中 的 数 对 ， 

2x6=1,3x4=1,5x0=1,7x%=1, 


， 再 次 想 一 下 mod 疡 的 滋 法 表 . 像 上 是 那样 ， 将 数 2 到 p -2 


丙 两 配对 ， 然 后 把 它们 都 乘 在 一 起 ， 这 是 对 于 p = 11 的 结 
果 ; 


2x3x4x5x6x TxSx9 
= (2x6)x(3x4) x (Sx x (Tx8) 
=lxlx1lx1l1=1. 
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切 尖 与 联 竹 - 


现在 用 剩 下 的 两 个 数 ,1 与 p - 1, 在 目前 的 情况 就 是 

10, 乘 这 个 积 : 
lx(2x3x4x5x6x7Tx8x9)x 10 
=lxl1x10=10. 

一 般 情况 , 积 是 p -1. 这 是 1x2x3x4x5$Sx…x(p- 
2)x{p -1) 被 p 除 后 的 余数 . 

如 果 愿 先 的 数 增 加 1, 对 余数 ,会 发 生 什 么 情况 ? 余数 
也 将 增加 1, 因 此 余数 将 是 p. 

但 是 等 一 等 ! 当 我 们 用 p 除 时 ,如 果 余 数 是 p ,那么 商 
实际 上 应 该 增加 1, 从 而 完全 没有 余数 . 换 句 话说 ， 

1Xx2X3X4x5Sx6x…x(p-2)xftp-1+l 

恰好 被 p 整除 ,这 正 是 威尔逊 定理 要 说 的 . 
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